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Exercice 1.
Soit les matrices suivantes

A =

Ç
1 2 3
0 5 0

å
et B =

Ç
0 −1 −3
1 7 2

å
1. Calculer A+B, A−B, 5A− 3B.

2. Calculer AtB et BtA, At et Bt désignent les matrices

transposées de A et B.

3. Peut-on faire le produit AB ?

Exercice 2.
Soit les matrices suivantes

A =

Ö
1 0 0
a 1 0
c b 1

è
∈M3(R) et B = A− I3

1. Calculer B, B2, B3. En déduire l’expression de An pour

tout n ∈ N.

On rappel la formule du binôme de Newton pour les ma-

trices de même taille et qui commutent :

(M +N)n =
k=n∑
k=0

Ck
nM

kNn−k avec Ck
n =

n!

k!(n− k)!

2. Montrer que A3 est combinaison linéaire de A2, A et I3.

3. En déduire queAn est combinaison linéaire deAn−1,An−2

et An−3 si n ≥ 3.

Exercice 3.
Calculer les déterminants suivants. Qu’en concluez-vous sur

les matrices correspondantes?

D1 =

∣∣∣∣∣
4 −1
5 9

∣∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

3 2 6
2 7 1
4 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 2 1 1
3 5 1 1
3 3 −1 1
2 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, D4 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣

Exercice 4.
Calculer l’inverse des matrices suivantes

A =

Ç
2 1
3 4

å
, B =

Ö
1 1 1
1 2 −1
1 3 2

è

C =

á
1 2 0 1
−1 5 −1 0
1 −1 5 6
0 −1 −1 −1

ë

Exercice 5.
Déterminer le rang des matrices suivantes

A =

Ö
−1 1
2 3
1 5

è
, B =

Ö
1 2 4
3 4 10
5 7 1

è

C =

Ö
1 2 3 4
2 4 7 10
1 2 4 6

è
Exercice 6.
En utilisant des résultats de l’exercice 4, résoudre par inver-

sion matricielle les systèmes suivants

1.

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + z = 0
x+ 2y − z = 4
x+ 3y + 2 = −9

2.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x+ 2y + t = 7
−x+ 5y − z = 1
x− y + 5z + 6t = 0
−y − z − t = −1

Exercice 7.
Trois entreprises E1, E2 et E3 ont estimé leurs besoins en ma-

tériels informatiques comme suit :

Ordinateurs Imprimantes Scanners

Entreprise E1 15 10 3

Entreprise E2 20 7 5

Entreprise E3 10 3 2

Les prix HT par unité, en DH, proposés par deux fournisseurs

F1 et F2 sont les suivants :

Prix de F1 Prix de F2

Ordinateur 1524 1372

Imprimante 750 720

Scanner 500 550

Pour chaque question, on nommera par une lettre chaque ma-

trice intervenant, en précisant ce qu’elle représente.

1. a– Donner la matrice représentant les dépenses HT res-

pectives de E1, E2 et E3, suivant qu’ils achètent chez

F1 ou F2.

b– Les deux fournisseurs proposent une remise de 10%

sur tous les produits. La TVA sur ces produits étant de

20% déterminer la matrice des dépenses TTC respec-

tives de E1, E2 et E3 suivant qu’ils achètent chez F1

ou F2.

2. Finalement les entreprises E1, E2 et E3, se sont équipées

chez un autre fournisseur F3 et ont dépensé respectivement

30 888Dh, 36 972Dh et 17 820Dh.

a– Établir le système à résoudre pour trouver le prix uni-

taire TTC de chaque type d’articles.

Page 2



b– Résoudre le système en utilisant le calcul matriciel et

conclure.

c– En déduire la matrice colonne donnant les prix uni-

taires HT de chaque article chez F3 et conclure.
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– Série de TD n◦ 1 –Corrigé
LF SEG

S2–2018/2019

Exercice 1.
Soit les matrices suivantes

A =

Ç
1 2 3
0 5 0

å
et B =

Ç
0 −1 −3
1 7 2

å
1. CalculerA+B,A−B, 5A− 3B.

A+B =

Ç
1 1 0
1 12 2

å
A−B =

Ç
1 3 6
−1 −2 −2

å
5A− 3B =

Ç
5 13 24
−3 4 −6

å
2. Calculer AtB et BtA, At et Bt désignent les matrices
transposées deA etB.

AtB =

Ö
1 0
2 5
3 0

èÇ
0 −1 −3
1 7 2

å
=

Ö
0 −1 −3
5 33 4
0 −3 −9

è

BtA =

Ö
0 1
−1 7
−3 2

èÇ
1 2 3
0 5 0

å
=

Ö
0 5 0
−1 33 −3
−3 4 −9

è
3. Peut-on faire le produitAB ?

Ce produit est impossible car le nombre de colonnes de A
est différent du nombre de lignes de B.

Exercice 2.
Soit les matrices suivantes

A =

Ö
1 0 0
a 1 0
c b 1

è
∈M3(R) et B = A− I3

1. Calculer B, B2, B3. En déduire l’expression de An

pour tout n ∈ N.

B =

Ö
0 0 0
a 0 0
c b 0

è
, B2 =

Ö
0 0 0
0 0 0
ab 0 0

è
B3 =

Ö
0 0 0
0 0 0
0 0 0

è

Ainsi, Bk = 0 pour tout entier k ≥ 3. Puisque la matrice

unité commute avec toute matrice (du même ordre) , on

peut utiliser la formule du binôme de Newton pour calculer

An . Pour tout n ∈ N,

An = (B + I3)
n

=
n∑

k=0

Ck
nB

kIn−k3

= I + nB +
n(n− 1)

2
B2

On obtient, pour tout n ∈ N

An =

Ü
1 0 0
na 1 0

nc+
n(n− 1)

2
ab nb 1

ê

2. Montrer que A3 est combinaison linéaire de A2, A et
I3.

De B = A− I3 il vient

B3 = (A− I3)
3 = A3 − 3A2 + 3A− I3 = 0, d’où

A3 = 3A2 − 3A+ I3

3. En déduire que An est combinaison linéaire de An−1,
An−2 etAn−3 si n ≥ 3.

Pour n ≥ 3, en multipliant l’égalité A3 = 3A2 − 3A + I3
par An−3 , on obtient :

An = 3An−1 − 3An−2 +An−3 pour tout entier n ≥ 3

Exercice 3.
Calculer les déterminants suivants. Qu’en concluez-vous
sur les matrices correspondantes?

D1 =

∣∣∣∣∣
4 −1
5 9

∣∣∣∣∣ = 41

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

3 2 6
2 7 1
4 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −135

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 2 1 1
3 5 1 1
3 3 −1 1
2 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −12

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b)

Les matrices correspondantes àD1,D2 etD3 sont inversibles.

Pour la matrice correspondante à D4, elle est inversible si et

seulement si a = b ou a = c ou c = b.
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Exercice 4.
L’inverse des matricesA,B et C.

A−1 =
Ç

4/5 −1/5
−3/5 2/5

å
B−1 =

Ö
7/5 1/5 −3/5
−3/5 1/5 2/5
1/5 −2/5 1/5

è

C−1 =
1

16

á
12 −8 −4 −12
2 0 −2 −10
−2 −8 −6 −38
0 8 8 32

ë

=

á
3/4 −1/2 −1/4 −3/4
1/8 0 −1/8 −5/8
−1/8 −1/2 −3/8 −19/8
0 1/2 1/2 2

ë

Exercice 5.
Déterminer le rang des matrices suivantes

1. A =

Ö
−1 1
2 3
1 5

è
∣∣∣∣∣
−1 1
2 3

∣∣∣∣∣ = −5 �= 0 ⇒ rang(A) = 2

2. B =

Ö
1 2 4
3 4 10
5 7 1

è
det(B) = 32 �= 0 ⇒ rang(B) = 3

3. C =

Ö
1 2 3 4
2 4 7 10
1 2 4 6

è
On a rang(C) ≤ 3. Toutes les sous matrices carrées

d’ordre 3 extraites de C ont un déterminant nul, donc

det(C) ≤ 2. Or

∣∣∣∣∣
2 3
2 7

∣∣∣∣∣ = 8 �= 0 ⇒ rang(C) = 2

Exercice 6.
Résoudre par inversion matricielle les systèmes suivants

1.

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + z = 0
x+ 2y − z = 4
x+ 3y + 2 = −9

⇔ BX = b avec

B =

Ö
1 1 1
1 2 −1
1 3 2

è
, X =

Ö
x
y
z

è
et b =

Ö
0
4
−9

è
.

D’après l’exercice 4, la matrice B est inversible et son in-

verse est donné par

B−1 =

Ö
7/5 1/5 −3/5
−3/5 1/5 2/5
1/5 −2/5 1/5

è

D’où X = B−1b =

Ö
31/5
−14/5
−17/5

è
Donc S = {(31/5 , −14/5 , −17/5)}

2.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x+ 2y + t = 7
−x+ 5y − z = 1
x− y + 5z + 6t = 0
−y − z − t = −1

⇔ CX = c avec

C =

á
1 2 0 1
−1 5 −1 0
1 −1 5 6
0 −1 −1 −1

ë
, X =

á
x
y
z
t

ë

et c =

á
7
1
0
−1

ë
.

D’après l’exercice 4, la matrice C est inversible et son in-

verse est donné par

C−1 =

á
3/4 −1/2 −1/4 −3/4
1/8 0 −1/8 −5/8
−1/8 −1/2 −3/8 −19/8
0 1/2 1/2 2

ë

D’où X = C−1c =

á
11/2
3/2
1
−3/2

ë

Donc S = {(11/2 , 3/2 , 1 , −3/2)}
Exercice 7.
Trois entreprises E1, E2 et E3 ont estimé leurs besoins en ma-

tériels informatiques comme suit :

Ordinateurs Imprimantes Scanners

Entreprise E1 15 10 3

Entreprise E2 20 7 5

Entreprise E3 10 3 2

Les prix HT par unité, en DH, proposés par deux fournisseurs

F1 et F2 sont les suivants :

Prix de F1 Prix de F2

Ordinateur 1524 1372

Imprimante 750 720

Scanner 500 550

Pour chaque question, on nommera par une lettre chaque ma-

trice intervenant, en précisant ce qu’elle représente.

1. a– Donner la matrice représentant les dépenses HT
respectives deE1,E2 etE3, suivant qu’ils achètent
chez F1 ou F2.

Soit A = (aij) ∈ M32(R), où le coefficient aij repré-

sente le montant HT que paiera l’entreprise Ei si elle

achète chez le fournisseur Fj .
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La matrice A est obtenu comme suit :

A =

Ö
15 10 3
20 7 5
10 3 2

èÖ
1524 1372
750 720
500 550

è

=

Ö
31 860 29 430
38 230 35 230
18 490 16 980

è
Ainsi, par exemple, si l’entreprise E3 décide d’ache-

ter le matériel informatique dont elle a besoin chez le

fournisseur F2, elle paiera 16 980Dh/HT.

b– Les deux fournisseurs proposent une remise de
10% sur tous les produits. La TVA sur ces produits
étant de 20% déterminer la matrice des dépenses
TTC respectives de E1, E2 et E3 suivant qu’ils
achètent chez F1 ou F2.

Soient B et C deux matrices qui représentent respec-

tivement les dépenses après la remise et les dépenses

TTC. Elles sont obtenues comme suit :

B = (1− 10/100)A

=

Ö
0.9× 31 860 0.9× 29 430
0.9× 38 230 0.9× 35 230
0.9× 18 490 0.9× 16 980

è

=

Ö
28 674 26 487
34 407 31 707
16 641 15 282

è
C = (1 + 20/100)B

=

Ö
1.2× 28 674 1.2× 26 487
1.2× 34 407 1.2× 31 707
1.2× 16 641 1.2× 15 282

è

=

Ö
34 408.80 31 784.40
41 288.40 38 048.40
19 969.20 18 338.40

è

2. Finalement les entreprises E1, E2 et E3, se sont équi-
pées chez un autre fournisseur F3 et ont dépensé res-
pectivement 30888Dh, 36972Dh et 17820Dh.

a– Établir le système à résoudre pour trouver le prix uni-
taire TTC de chaque type d’articles.

Soient x, y et z les prix unitaires TTC respectifs des ordi-

nateurs, imprimantes et scanners.

Le système à résoudre pour trouver le prix unitaire TTC

de chaque type d’articles est le suivant :

⎧⎪⎨
⎪⎩

15x+ 10y + 3z = 30 888
20x+ 7y + 5z = 36 972
10x+ 3y + 2z = 17 820

b– Résoudre le système en utilisant le calcul matriciel et
conclure.

⎧⎪⎨
⎪⎩

15x+ 10y + 3z = 30 888
20x+ 7y + 5z = 36 972
10x+ 3y + 2z = 17 820

⇔ MX = b avec

M =

Ö
15 10 3
20 7 5
10 3 2

è
X =

Ö
x
y
z

è
et b =

Ö
30 888
36 972
17 820

è
.

On a det(M) = 55, donc M est inversible est sa matrice

inverse est

M−1 =

Ö
−1/55 −1/5 29/55
2/11 0 −3/11
−2/11 1 −19/11

è
D’où

X = M−1b

=

Ö
−1/55 −1/5 29/55
2/11 0 −3/11
−2/11 1 −19/11

èÖ
30 888
36 972
17 820

è

=

Ö
1 440
756
576

è
Conclusion : les prix unitaires TTC, en Dh, proposés par

le fournisseur F3 sont comme suit

Prix de F3

Ordinateur 1440

Imprimante 756

Scanner 576

c– En déduire la matrice colonne donnant les prix uni-
taires HT de chaque article chez F3 et conclure.

SoitD la matrice colonne donnant les prix unitaires HT de

chaque article chez F3. La matrice D est obtenue comme

suit : D = 1/1.2

Ö
1 440
756
576

è
=

Ö
1 200
630
480

è
Conclusion : les prix unitaires HT, en Dh, proposés par le

fournisseur F3 sont comme suit

Prix de F3

Ordinateur 1200

Imprimante 630

Scanner 480

De plus, on remarque que malgré la remise proposée par

F2 et F1, les prix proposés par F3 sont bien meilleurs.
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– Série de TD n◦ 2 –
LF SEG

S2–2018/2019

Exercice 1.
Résoudre avec la méthode de Cramer les systèmes suivants :

1.

⎧⎪⎨
⎪⎩

3x+ 7y − z = 7
−x+ 2y + z = 5
−x+ 8y − z = 2

2.

⎧⎪⎨
⎪⎩

2x+ y − 4z = 2
−2x+ 3y − z = 5
x+ 2y − 2z = 6

Exercice 2.
Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systèmes sui-

vants :

1.

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + z = 1
2x+ y − z = −1

x+ 11y − 5z = 5

2.

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + z = 0
2x+ y − z = 0

x+ 11y − 5z = 0

3.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 3
x+ 2y − z = 2

x+ 3z = 4
2x+ y + 4z = 7

4.

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + 3z + 2t = −2
2x+ 3y + 4z + t = −1
3x+ 7y + z − 6t = 6

Exercice 3.
Calculer par la méthode du pivot de Gauss l’inverse des ma-

trices suivantes :

A =

Ö
1 1 1
1 −1 1
1 0 −2

è

B =

Ö
0 −1 2
0 1 −1
1 1 −2

è
Exercice 4.
On considère le système linéaire

(Sα)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + αz = α
x+ αy − z = 1
x+ y − z = 1

où α ∈ R est un paramètre réel.

1. Calculer le déterminant de la matrice associée au système

(Sα).

2. Déterminer les valeurs de α ∈ R pour lesquelles ce système

est de Cramer.

3. Résoudre et discuter suivant les valeurs de α ∈ R le sys-

tème (Sα).

Exercice 5.
Le service informatique de gestion d’une entreprise occupe

un grand bureau au troisième étage. Sa masse salariale est de

41 400Dh par mois et ce service utilise 9 ordinateurs pour la

gestion totale.

On restructure ce service en trois bureaux b1, b2 et b3 de x, y
et z personnes respectivement.

• Chaque personne du bureau b1 reçoit en moyenne

5 100Dh par mois, travaille avec un ordinateur et s’oc-

cupe de 10% de la gestion totale.

• Chaque personne du bureau b2 reçoit en moyenne

4 200Dh, travaille avec un ordinateur et s’occupe de 5%
de la gestion totale.

• Chaque personne du bureau b3 reçoit, en moyenne

4 800Dh, travaille avec un ordinateur et s’occupe de

20% de la gestion totale.

1. Traduire les informations ci-dessus en un système (S) de

trois équations à trois inconnues x, y et z.

2. Résoudre le système (S) de trois façons différentes, et en

déduire le nombre de personnes dans chaque bureau.

Exercice 6 (Facultatif).
Une firme internationale utilise trois sous-traitants A, B et C
pour la fabrication de calculettes qui lui fournissent par jour :

• A fournit : 100 boîtiers ; 40 claviers et 20 afficheurs.

• B fournit : 100 boîtiers et 400 afficheurs.

• C fournit : 30 boîtiers ; 80 claviers et 10 afficheurs.

Cette firme veut réaliser en toute urgence 1 000 calculettes.

Elle a donc besoin de 1 000 boîtiers, 1 000 claviers et 1 000 af-

ficheurs. On note x, y et z le nombre de jours nécessaires à la

fabrication pour chaque sous-traitant.

1. Traduire les informations ci-dessus en un système (S) de

trois équations à trois inconnues x, y et z.

2. Résoudre alors le système (S) et en déduire le nombre de

jours de fabrication de chaque sous-traitant.
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– Série de TD n◦ 2 –Corrigé
LF SEG

S2–2018/2019

Exercice 1.
Résoudre avec la méthode de Cramer les systèmes sui-
vants :

1.

⎧⎪⎨
⎪⎩

3x+ 7y − z = 7
−x+ 2y + z = 5
−x+ 8y − z = 2

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣

3 7 −1
−1 2 1
−1 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= −38;

Δx =

∣∣∣∣∣∣∣

7 7 −1
5 2 1
2 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= −57;

Δy =

∣∣∣∣∣∣∣

3 7 −1
−1 5 1
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= −38;

Δz =

∣∣∣∣∣∣∣

3 7 7
−1 2 5
−1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −171;

x =
Δx

Δ
=
−57
−38 =

3

2
; y =

Δy

Δ
=
−38
−38 = 1

z =
Δz

Δ
=
−171
−38 =

9

2

D’où S =

ßÅ
3

2
, 1,

9

2

ã™
2.

⎧⎪⎨
⎪⎩

2x+ y − 4z = 2
−2x+ 3y − z = 5
x+ 2y − 2z = 6

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −4
−2 3 −1
1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣
= 15;

Δx =

∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −4
5 3 −1
6 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣
= 28;

Δy =

∣∣∣∣∣∣∣

2 2 −4
−2 5 6
1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣
= 50;

Δz =

∣∣∣∣∣∣∣

2 1 2
−2 3 5
1 2 6

∣∣∣∣∣∣∣
= 19;

x =
Δx

Δ
=

28

15
; y =

Δy

Δ
=

50

15
=

10

3

z =
Δz

Δ
=

19

15

D’où S =

ßÅ
28

15
,
10

3
,
19

15

ã™

Exercice 2.
Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systèmes
suivants :

1. Considérons le système linéaire :

(S1)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + z = 1
2x+ y − z = −1
x+ 11y − 5z = 5

Écrivons le système linéaire (S1) sous forme d’un système

triangulaire supérieur. En effectuant des opérations élémen-

taires sur les lignes de la matrice augmentée du système

(S1), on obtient :Ö
1 −3 1 1
2 1 −1 −1
1 11 −5 5

è
L1

L2

L3Ö
1 −3 1 1
0 7 −3 −3
0 14 −6 4

è
L1

L2← L2 − 2L1

L3← L3 − L1Ö
1 −3 1 1
0 7 −3 −3
0 0 0 10

è
L1

L2
L3← L3 − 2L1

D’où le système

(S′1)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + 2z = 1
7y − 3z = −3

0 = 10

La dernière égalité est absurde. Elle traduit l’incompatibi-

lité du système. Il n’y a donc pas de solution : S = ∅
2. Considérons le système linéaire :

(S2)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + z = 0
2x+ y − z = 0

x+ 11y − 5z = 0

L’étape d’élimination s’effectue comme dans la question

précédente et conduit au système

(S′2)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x− 3y + 2z = 0 (1)
7y − 3z = 0 (2)

0 = 0

Le système (S′2) est compatible, il admet donc au moins

une solution. Puisque le rang du système vaut 2 (< n = 3)
alors il existe une infinité de solutions dont la forme géné-

rale dépend de 3− 2 = 1 paramètre. Ainsi,

(2)⇒ y =
3

7
z

(1)⇒ x = 3y − 2z = 3× 3

7
z − z =

2

7
z

D’où

S =

ßÅ
2

7
z,

3

7
z, z

ã
avec z ∈ R

™
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3. Considérons le système

(S3)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 3
x+ 2y − z = 2

x+ 3z = 4
2x+ y + 4z = 7

L’étape d’élimination conduit au système

(S′3)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 3 (3)
y − 2z = −1 (4)

0 = 0
0 = 0

Le système (S′3) est compatible, et puisque r = 2 < n = 3
alors il y a une infinité de solutions dont la forme générale

dépend de 3− 2 = 1 paramètre. Ainsi,

(4)⇒ y = −1 + 2z

(3)⇒ x = 3− y − z = 3 + 1− 2z − z = 4− 3z

D’où

S = {(4− 3z,−1 + 2z, z) avec z ∈ R}

4. Considérons le système

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + 3z + 2t = −2
2x+ 3y + 4z + t = −1
3x+ 7y + z − 6t = 6

L’étape d’élimination conduit au système

(S′4)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + 3z + 2t = −2 (5)
y − 2z − 3t = 3 (6)

0 = 0

Le système (S′4) est compatible, et puisque r = 2 < n = 4
alors il y a une infinité de solutions dont la forme générale

dépend de 4− 2 = 2 paramètres. Ainsi,

(6)⇒ y = 3 + 2z + 3t

(3)⇒ x = −2− y − 3z − 2t = −5− 5z − 5t

D’où

S =
¶
(−5− 5z − 5t, 3 + 2z + 3t, z, t) avec (z, t) ∈ R

2
©

Exercice 3.
Calculer par la méthode du pivot de Gauss l’inverse des
matrices suivantes :

A =

Ö
1 1 1
1 −1 1
1 0 −2

è

Ä
A I3

ä
⇔
Ö

1 1 1 1 0 0
1 −1 1 0 1 0
1 0 −2 0 0 1

è
L1

L2

L3

⇔
Ö

1 1 1 1 0 0
0 −2 0 −1 1 0
0 −1 −3 −1 0 1

è
L1

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

⇔
Ö

1 1 1 1 0 0
0 1 0 1/2 −1/2 0
0 −1 −3 −1 0 1

è
L1

L2 ← −1/2L2

L3

⇔
Ö

1 1 1 1 0 0
0 1 0 1/2 −1/2 0
0 0 −3 −1/2 −1/2 1

è
L1

L2

L3 ← L3 + L2

⇔
Ö

1 1 1 1 0 0
0 1 0 1/2 −1/2 0
0 0 1 1/6 1/6 −1/3

è
L1

L2

L3 ← −1/3L3

⇔
Ö

1 1 0 5/6 −1/6 1/3
0 1 0 1/2 −1/2 0
0 0 1 1/6 1/6 −1/3

è
L1 ← L1 − L3

L2

L3

⇔
Ö

1 0 0 1/3 1/3 1/3
0 1 0 1/2 −1/2 0
0 0 1 1/6 1/6 −1/3

è
L1 ← L1 − L2

L2

L3

D’où

A−1 =

Ö
1/3 1/3 1/3
1/2 −1/2 0
1/6 1/6 −1/3

è

B =

Ö
0 −1 2
0 1 −1
1 1 −2

è

Ä
B I3

ä
⇔
Ö

0 −1 2 1 0 0
0 1 −1 0 1 0
1 1 −2 0 0 1

è
L1

L2

L3

⇔
Ö

1 1 −2 0 0 1
0 1 −1 0 1 0
0 −1 2 1 0 0

è
L1 ↔ L3

L2

L3 ↔ L1

⇔
Ö

1 1 −2 0 0 1
0 1 −1 0 1 0
0 0 1 1 1 0

è
L1

L2

L3 ← L3 + L2

⇔
Ö

1 1 0 2 2 1
0 1 0 1 2 0
0 0 1 1 1 0

è
L1 ← L1 + 2L3

L2 ← L2 + L3

L3

⇔
Ö

1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 2 0
0 0 1 1 1 0

è
L1 ← L1 − L2

L2

L3

D’où

B−1 =

Ö
1 0 1
1 2 0
1 1 0

è
Exercice 4.
On considère le système linéaire

(Sα)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y + αz = α
x+ αy − z = 1
x+ y − z = 1
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où α ∈ R est un paramètre réel.

1. Calculer le déterminant de la matrice associée au sys-
tème (Sα).

Notons Aα la matrice associée au système (Sα). On a

Aα =

Ö
1 1 α
1 α −1
1 1 −1

è
et det(Aα) = 1− α2 = (1− α)(1 + α).

2. Déterminer les valeurs de α ∈ R pour lesquelles ce sys-
tème est de Cramer.

Le système (Sα) est de Cramer si et seulement si

det(Aα) �= 0⇔ α ∈ R \ {−1; 1}
3. Résoudre et discuter suivant les valeurs de α ∈ R le
système (Sα).

a– Si α ∈ R\{−1; 1}. En utilisant la méthode de Cramer,

on obtient :

Δx =

∣∣∣∣∣∣∣

α 1 α
1 α −1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= 2α(1− α);

Δy =

∣∣∣∣∣∣∣

1 α α
1 1 −1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0;

Δz =

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 α
1 α 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= −(α− 1)2;

x =
Δx

Δ
=

2α

α+ 1
; y =

Δy

Δ
= 0

z =
Δz

Δ
=

α− 1

α+ 1

D’où S =

ßÅ
2α

α+ 1
, 0,

α− 1

α+ 1

ã™
b– si α = 1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss, on

obtient S = {(1− y, y, 0)/y ∈ R}.
c– si α = −1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss,

on obtient S = ∅.
Exercice 5.
Le service informatique de gestion d’une entreprise occupe

un grand bureau au troisième étage. Sa masse salariale est de

41 400Dh par mois et ce service utilise 9 ordinateurs pour la

gestion totale.

On restructure ce service en trois bureaux b1, b2 et b3 de x, y
et z personnes respectivement.

• Chaque personne du bureau b1 reçoit en moyenne

5 100Dh par mois, travaille avec un ordinateur et s’oc-

cupe de 10% de la gestion totale.

• Chaque personne du bureau b2 reçoit en moyenne

4 200Dh, travaille avec un ordinateur et s’occupe de 5%
de la gestion totale.

• Chaque personne du bureau b3 reçoit, en moyenne

4 800Dh, travaille avec un ordinateur et s’occupe de

20% de la gestion totale.

1. Traduire les informations ci-dessus en un système (S)
de trois équations à trois inconnues x, y et z.

Soient x, y et z le nombre de personnes dans les bu-

reaux b1, b2 et b3 respectivement. Les données de l’énoncé

conduisent au système suivant :

(S)

⎧⎪⎨
⎪⎩

5100x+ 4200y + 4800z = 41400
x+ y + z = 9

10%x+ 5%y + 20%z = 100%

2. Résoudre le système (S) de trois façons différentes, et
déduire le nombre de personnes dans chaque bureau.

On a

(S)

⎧⎪⎨
⎪⎩

5100x+ 4200y + 4800z = 41400
x+ y + z = 9

10%x+ 5%y + 20%z = 100%

⇔ (S′)

⎧⎪⎨
⎪⎩

17x+ 14y + 16z = 138
x+ y + z = 9

2x+ y + 4z = 20

Il suffit alors de résoudre le système (S′).

a– En utilisant l’inversion matricielle :

La matrice A associée au système (S′) est donnée par

A =

Ö
17 14 16
1 1 1
2 1 4

è
La matrice A est inversible (car det(A) = 7 �= 0) et sa

matrice inverse est donnée par :

A−1 =

Ö
3/7 −40/7 −2/7
−2/7 36/7 −1/7
−1/7 11/7 3/7

è
On obtient alorsÖ

x
y
z

è
=

Ö
3/7 −40/7 −2/7
−2/7 36/7 −1/7
−1/7 11/7 3/7

èÖ
138
9
20

è

=

Ö
2
4
3

è

b– En utilisant la méthode de Cramer :
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Le système (S′) est un système de Cramer dont la solution

est donnée par :

x =

∣∣∣∣∣∣∣

138 14 16
9 1 1

20 1 4

∣∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
14

7
= 2

y =

∣∣∣∣∣∣∣

17 138 16
1 9 1
2 20 4

∣∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
28

7
= 4

z =

∣∣∣∣∣∣∣

17 14 138
1 1 9
2 1 20

∣∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
21

7
= 3

c– En utilisant la méthode du Pivot de Gauss :Ö
17 114 16 138
1 1 1 9
2 1 4 20

è
L1

L2

L3

⇔
Ö

17 14 16 138
0 3/17 1/17 15/17
0 −11/17 36/17 64/17

è
L1

L2 ← L2 − 1/17L1

L3 ← L3 − 2/17L1

⇔
Ö

17 14 16 138
0 3/17 1/17 15/17
0 0 7/3 7

è
L1

L2

L3 ← L3 + 11/3L2

Le système (S′) est équivalent au système :

(S′′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

17x+ 14y + 16z = 138 (1)

3

17
y +

1

17
z =

15

17
(2)

7

3
z = 7 (3)

d’où,

(3)⇒ z = 3

(2)⇒ y = 4

(1)⇒ x = 2

Ainsi, le nombre de personnes dans les bureaux b1, b2 et b3
sont 2, 4 et 3 respectivement.

Exercice 6 (Facultatif).
Une firme internationale utilise trois sous-traitants A, B et C
pour la fabrication de calculettes qui lui fournissent par jour :

• A fournit : 100 boîtiers ; 40 claviers et 20 afficheurs.

• B fournit : 100 boîtiers et 400 afficheurs.

• C fournit : 30 boîtiers ; 80 claviers et 10 afficheurs.

Cette firme veut réaliser en toute urgence 1 000 calculettes.

Elle a donc besoin de 1 000 boîtiers, 1 000 claviers et 1 000 af-

ficheurs. On note x, y et z le nombre de jours nécessaires à la

fabrication pour chaque sous-traitant.

1. Traduire les informations ci-dessus en un système (S)
de trois équations à trois inconnues x, y et z.

Les données de l’énoncé conduisent au système suivant :

(S)

⎧⎪⎨
⎪⎩

100x+ 100y + 30z = 1000
40x+ 80z = 1000

20x+ 400y + 100z = 1000

2. Résoudre alors le système (S) et en déduire le nombre
de jours de fabrication de chaque sous-traitant.

Le système (S) admet une solution unique :

x = 5

y = 2

z = 10
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– Série de TD n◦ 3 –
LF SEG

S2–2018/2019

Exercice 1.
Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables?

1. A =

Ç
2 3
3 −1

å
2. B =

Ç
2 5
−8 4

å
3. C =

Ç
4 1
−1 2

å
4. D =

Ö
4 2 −4
1 4 −3
1 1 0

è

5. E =

Ö
−2 3 −3
0 1 −1
0 1 3

è
Exercice 2.

Soit A la matrice carrée définie par A =

Ö
1 0 0
0 1 0
1 1 3

è
1. Calculer le polynôme caractéristique de A et montrer que

Sp(A) = {1, 3}.
2. Déterminer les sous-espaces propre de A. En déduire que

A est diagonalisable.

3. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage utilisée.

4. Calculer An, pour tout n ∈ N.

Exercice 3.
Soient (un)n, (vn)n et (wn)n les trois suites réelles définies

sous forme récurrente par leurs premiers termes u0, v0, w0 et,

pour tout n ∈ N, par le système suivante :

(S)

⎧⎪⎨
⎪⎩

un+1 = 3un − vn − wn

vn+1 = un + vn − wn

wn+1 = un − vn + wn

1. Écrire le système (S) sous la forme matricielle

Xn+1 = AXn avec Xn =

Ö
un
vn
wn

è
pour tout n ∈ N

2. Calculer les valeurs propres de A.

3. Déterminer les sous espaces propres de A. En déduire que

A est diagonalisable.

4. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage utilisée.

5. Calculer An, pour tout n ∈ N.

6. Écrire un, vn, wn en fonction de n, u0, v0 et w0.

Exercice 4.
On considère la matrice

A =

Ü 3

4

1

10

1

4

9

10

ê
1. Calculer le polynôme caractéristique de A et justifier que

Sp(A) =

ß
13

20
, 1

™
.

2. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage.

3. Montrer que

An =
1

7

á
2 + 5

Å
13

20

ãn
2− 2

Å
13

20

ãn
5− 5

Å
13

20

ãn
5 + 2

Å
13

20

ãn
ë

4. Application.
Le directeur d’un magazine souhaite connaître les parts du

marché qui seront prises par sa revue. Par expérience il sait

que 90% des abonnés renouvellent chaque année leur sous-

cription, par ailleurs, 25% de la population des non abonnés

une année prennent une nouvelle souscription l’année sui-

vante. On note un et vn les proportions respectives des non

abonnés et abonnés de l’année courante.

a– Exprimer un+1 et vn+1 en fonction de un et vn.

b– On pose Xn =

Ç
un
vn

å
. Montrer que Xn+1 = AXn.

c– Si 20% du marché possède cette année un abonnement

au magazine, quel sera le taux des souscripteurs dans

un an, dans 10 ans, à très long terme.

Exercice 5 (Facultatif).
On considère la suite réelle (un)n∈N définie par :

un+3 = 3un + un+1 − 3un+2, u0, u1, u2 sont donnés

On pose Xn =

Ö
un
un+1

un+2

è
.

1. Vérifier qu’il existe A =

Ö
0 1 0
0 0 1
3 1 −3

è
telle que

Xn+1 = AXn.

2. Calculer le polynôme caractéristique de A et justifier que

Sp(A) = {−3,−1, 1}.
3. Montrer que A est diagonalisable.

4. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage utilisée.

5. Écrire un en fonction de u0, u1, u2 et de n.
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– Série de TD n◦ 3 –Corrigé
LF SEG

S2–2018/2019

Exercice 1.
Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables?

1. A =

Ç
2 3
3 −1

å
La matrice A est une matrice symétrique, elle est donc dia-

gonalisable.

2. B =

Ç
2 5
−8 4

å
Le polynôme caractéristique est

PB(X) =

∣∣∣∣∣
2−X 5
−8 4−X

∣∣∣∣∣
= (2−X)(4−X) + 40

= X2 − 6X + 48

Le discriminant de PB(X) est Δ = −156 < 0, le po-

lynôme caractéristique n’a pas de racines réelles, donc la

matrice B n’a pas de valeurs propres réelles, d’où B n’est

pas diagonalisable.

3. C =

Ç
4 1
−1 2

å
Le polynôme caractéristique est

PC(X) =

∣∣∣∣∣
4−X 1
−1 2−X

∣∣∣∣∣
= (4−X)(2−X) + 1

= X2 − 6X + 9

= (X − 3)2

Donc la matrice C admet une seule valeur propre qui est

3, et dont l’ordre de multiplicité est m(3) = 2. Il reste à

calculer la dimension de E3.

On sait que dim (E3) = 2− rg (C − 3I2), or

C − 3I2 =

Ç
1 1
−1 −1

å
et rg (C − 3I2) = 1, donc dim (E3) = 1 �= m(3), d’où C
n’est pas diagonalisable.

4. D =

Ö
4 2 −4
1 4 −3
1 1 0

è

Le polynôme caractéristique est

PD(X) =

∣∣∣∣∣∣∣

4−X 2 −4
1 4−X −3
1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

4−X 2 −4
1 4−X −3
0 X − 3 3−X

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

4−X −2 −4
1 1−X −3
0 0 3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (3−X)

∣∣∣∣∣
4−X −2

1 1−X

∣∣∣∣∣
= (3−X)(X2 − 5X + 6)

= (2−X)(X − 3)2

Donc Sp(D) = {2, 3}
On a dim(E2) = 1, il reste à calculer la dimension de E3,

pour cela il suffit de calculer le rg(D − 3I3).

On a

D − 3I3 =

Ö
1 2 −4
1 1 −3
1 1 −3

è
et

∣∣∣∣∣
1 2
1 1

∣∣∣∣∣ = −1 �= 0⇒ rg(D − 3I3) = 2

⇒ dim(E3) = 3− rg(D − 3I3) = 1

Donc dim(E3) �= m(3), d’où D n’est pas diagonalisable.

5. E =

Ö
−2 3 −3
0 1 −1
0 1 3

è
Le polynôme caractéristique est

PE(X) =

∣∣∣∣∣∣∣

−2−X 3 −3
0 1−X −1
0 1 3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (−2−X)

∣∣∣∣∣
1−X −1

1 3−X

∣∣∣∣∣
= (−2−X)(X2 − 4X + 4)

= −(2 +X)(X − 2)2

Donc Sp(E) = {−2, 2}. On a dimE−2 = 1 = m(−2), il
reste à calculer la dimension du sous espace propre E2.
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Soit X = (x, y, z)t ∈ E2 = ker(E − 2I3). On a

(E − 2I3)X = 0⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩
−4x+ 3y − 3z = 0

−y − z = 0
y + z = 0

⇒
® −4x+ 3y − 3z = 0

y + z = 0

⇒
® −4x+ 3y − 3z = 0

z = −y

⇒
⎧⎨
⎩

x =
3

2
y

z = −y

D’où

E2 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Ü
3

2
y

y
−y

ê
/ y ∈ R

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

=

±Ö
3
2
−2

èª

donc dimE2 = 1 �= m(2), d’où E n’est pas diagonali-

sable.

Exercice 2.

SoitA la matrice carrée définie par A =

Ö
1 0 0
0 1 0
1 1 3

è

1. Calculer le polynôme caractéristique de A et montrer
que Sp(A) = {1,3}.

PA(X) = det(A−XI3)

=

∣∣∣∣∣∣∣

1−X 0 0
0 1−X 0
1 1 3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (1−X)

∣∣∣∣∣
1−X 0

1 3−X

∣∣∣∣∣
= (1−X)2(3−X)

Donc Sp(A) = {1, 3}.
2. Déterminer les sous-espaces propre de A. En déduire
queA est diagonalisable.

• Soit X = (x, y, z)t ∈ E1 = ker(A− I3). On a

(A− I3)X = 0⇒ x+ y + 2z = 0

⇒ x = −y − 2z

D’où

E1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Ö
−y − 2z

y
z

è
/ y, z ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
y

Ö
−1
1
0

è
+ z

Ö
−2
0
1

è
/ y, z ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

±Ö
−1
1
0

è
,

Ö
−2
0
1

èª
• Soit X = (x, y, z)t ∈ E3 = ker(A− 3I3). On a

(A− 3I3)X = 0⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩
−2x = 0
−2y = 0
x+ y = 0

⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩

x = 0
y = 0
z ∈ R

D’où

E3 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Ö
0
0
z

è
/ z ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

±Ö
0
0
1

èª
Le polynôme caractéristique est scindé et dim(E1) = 2 =
m(1) et dim(E3) = 1 = m(3). D’après le critère de dia-

gonalisation, la matrice A est diagonalisable.

3. DiagonaliserA en précisant la matrice de passage utili-
sée.

On a A = PDP−1 avec

D =

Ö
1 0 0
0 1 0
0 0 3

è
, P =

Ö
−1 −2 0
1 0 0
0 1 1

è

et P−1 =
1

2

Ö
0 2 0
−1 −1 0
1 1 2

è
4. CalculerAn, pour tout n ∈ N.

Pour tout n ∈ N, An = PDnP−1, on obtient :

An =

Ö
−1 −2 0
1 0 0
0 1 1

èÖ
1 0 0
0 1 0
0 0 3n

è
P−1

=
1

2

Ö
−1 −2 0
1 0 0
0 1 3n

èÖ
0 2 0
−1 −1 0
1 1 2

è
=

1

2

Ö
2 0 0
0 2 0

3n − 1 3n − 1 2× 3n

è
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Exercice 3.
Soient (un)n, (vn)n et (wn)n les trois suites réelles définies

sous forme récurrente par leurs premiers termes u0, v0, w0 et,

pour tout n ∈ N, par le système suivant :

(S)

⎧⎪⎨
⎪⎩

un+1 = 3un − vn − wn

vn+1 = un + vn − wn

wn+1 = un − vn + wn

1. Écrire le système (S) sous la forme matricielle

Xn+1 = AXn avec Xn =

Ö
un
vn
wn

è
pour tout n ∈ N

Pour tout n ∈ N, le système (S) s’écrit comme suit :Ö
un+1

vn+1

wn+1

è
=

Ö
3 −1 −1
1 1 −1
1 −1 1

èÖ
un
vn
wn

è

On pose alors A =

Ö
3 −1 −1
1 1 −1
1 −1 1

è
2. Calculer les valeurs propres deA.

PA(X) = det(A−XI3)

=

∣∣∣∣∣∣∣

3−X −1 −1
1 1−X −1
1 −1 1−X

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

2−X X − 2 0
1 1−X −1
1 −1 1−X

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

2−X 0 0
1 2−X −1
1 0 1−X

∣∣∣∣∣∣∣
= (2−X)2(1−X)

Donc Sp(A) = {1, 2}.
3. Déterminer les sous espaces propres de A. En déduire
queA est diagonalisable.

• Soit X = (x, y, z)t ∈ E1 = ker(A− I3). On a

(A− I3)X = 0⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩

2x− y − z = 0
x− z = 0
x− y = 0

⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩

y = x
z = x
x ∈ R

D’où

E1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Ö
x
x
x

è
/ x ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

±Ö
1
1
1

èª

• Soit X = (x, y, z)t ∈ E2 = ker(A− 2I3). On a

(A− 2I3)X = 0⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩

x− y − z = 0
x− y − z = 0
x− y − z = 0

⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩

x = y + z
y ∈ R

z ∈ R

D’où

E2 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Ö
y + z
y
z

è
/ y, z ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
y

Ö
1
1
0

è
+ z

Ö
1
0
1

è
/ y, z ∈ R

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

±Ö
1
1
0

è
,

Ö
1
0
1

èª
Le polynôme caractéristique est scindé et dim(E1) = 1 =
m(1) et dim(E2) = 2 = m(2). D’après le critère de dia-

gonalisation, la matrice A est diagonalisable.

4. DiagonaliserA en précisant la matrice de passage utili-
sée.

On a A = PDP−1 avec

D =

Ö
1 0 0
0 2 0
0 0 2

è
, P =

Ö
1 1 1
1 1 0
1 0 1

è

et P−1 =

Ö
−1 1 1
1 0 −1
1 −1 0

è
5. CalculerAn, pour tout n ∈ N.

Pour tout n ∈ N, An = PDnP−1, on obtient alors :

An =

Ö
1 1 1
1 1 0
1 0 1

èÖ
1 0 0
0 2n 0
0 0 2n

è
P−1

=

Ö
1 2n 2n

1 2n 0
1 0 2n

èÖ
−1 1 1
1 0 −1
1 −1 0

è
=

Ö
2n+1 − 1 1− 2n 1− 2n

2n − 1 1 1− 2n

2n − 1 1− 2n 1

è
6. Écrire un, vn, wn en fonction de n, u0, v0 et w0.

On Xn+1 = AXn ⇒ Xn = AnX0. On obtient ainsiÖ
un
vn
wn

è
=

Ö
2n+1 − 1 1− 2n 1− 2n

2n − 1 1 1− 2n

2n − 1 1− 2n 1

èÖ
u0
v0
w0

è
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D’où, pour tout n ∈ N

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

un = (2n − 1)(u0 − v0 − w0) + 2nu0

vn = (2n − 1)(u0 − w0) + v0

wn = (2n − 1)(u0 − v0) + w0

Exercice 4.
On considère la matrice

A =

Ü 3

4

1

10

1

4

9

10

ê

1. Calculer le polynôme caractéristique de A et justifier
que Sp(A) =

¶
13
20

,1
©
.

PA(X) = det(A−XI2)

=

Å
3

4
−X

ãÅ
9

10
−X

ã
− 1

40

= X2 − 33

20
X +

13

20

=

Å
X − 13

20

ã
(X − 1)

2. DiagonaliserA en précisant la matrice de passage.

• E1 =

∞Ñ
2

5
1

é∫
• E 13

20
=

ÆÇ −1
1

å∏
• A = PDP−1 avec D =

Ñ
13

20
0

0 1

é
,

P =

Ñ
−1 2

5
1 1

é
et P−1 = −5

7

Ñ
1 −2

5
−1 −1

é

3. Montrer que

An =
1

7

á
2 + 5

Å
13

20

ãn
2− 2

Å
13

20

ãn
5− 5

Å
13

20

ãn
5 + 2

Å
13

20

ãn
ë

On a

An = PDnP−1

= −5

7

Ñ
−1 2

5
1 1

éÑ Å
13

20

ãn
0

0 1

éÑ
1 −2

5
−1 −1

é

= −5

7

Ü
−
Å
13

20

ãn 2

5Å
13

20

ãn
1

êÑ
1 −2

5
−1 −1

é

= −5

7

Ü
−2

5
−
Å
13

20

ãn
−2

5
+

Å
13

20

ãn
−1 +

Å
13

20

ãn
−1− 2

5

Å
13

20

ãn
ê

=
1

7

á
2 + 5

Å
13

20

ãn
2− 2

Å
13

20

ãn
5− 5

Å
13

20

ãn
5 + 2

Å
13

20

ãn
ë

4. Application.
Le directeur d’un magazine souhaite connaître les parts du

marché qui seront prises par sa revue. Par expérience il sait

que 90% des abonnés renouvellent chaque année leur sous-

cription, par ailleurs, 25% de la population des non abonnés

une année prennent une nouvelle souscription l’année sui-

vante. On note un et vn les proportions respectives des non

abonnés et abonnés de l’année courante.

a– Exprimer un+1 et vn+1 en fonction de un et vn.

On a

vn+1 = 90%vn + 25%un

=
1

4
un +

9

10
vn

et

un+1 =

Å
1− 1

4

ã
un +

Å
1− 9

10

ã
vn

=
3

4
un +

1

10
vn

b– On pose Xn =

Ç
un
vn

å
. Montrer queXn+1 = AXn.

D’après la question précédente, on a

Xn+1 =

Ç
un+1

vn+1

å
=

Ö 3

4
un +

1

10
vn

1

4
un +

9

10
vn

è

=

Ö 3

4

1

10
1

4

9

10

èÇ
un
vn

å
D’où Xn+1 = AXn
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c– Si 20% du marché possède cette année un abonnement
au magazine, quel sera le taux des souscripteurs dans
un an, dans 10 ans, à très long terme.

On a ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

v0 = 20% =
1

5

u0 =
4

5
Xn = AnX0

Donc, dans n années on aura
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

un =
1

7

ï
4

5

Å
2 + 5

Å
13

20

ãnã
+

1

5

Å
2− 2

Å
13

20

ãnãò
vn =

1

7

ï
4

5

Å
5− 5

Å
13

20

ãnã
+

1

5

Å
5 + 2

Å
13

20

ãnãò
• Le taux des souscripteurs dans un an est

v1 =
1

7

ï
4

5

Å
5− 5

Å
13

20

ãã
+

1

5

Å
5 + 2

Å
13

20

ããò
= 0.38 = 38%

• Le taux des souscripteurs dans 10 ans est

v10 =
1

7

ñ
4

5

Ç
5− 5

Å
13

20

ã10å
+

1

5

Ç
5 + 2

Å
13

20

ã10åô
= 0.7074 = 70.74%

• Le taux des souscripteurs à très long terme est

v = lim
n→+∞ vn

= lim
n→+∞

1

7

ï
4

5

Å
5− 5

Å
13

20

ãnã
+

1

5

Å
5 + 2

Å
13

20

ãnãò
= 0.7143 = 71.43% (car lim

n→+∞

Å
13

20

ãn
= 0)

Exercice 5 (Facultatif).
On considère la suite réelle (un)n∈N définie par :

un+3 = 3un + un+1 − 3un+2, u0, u1, u2 sont donnés

On pose Xn =

Ö
un
un+1

un+2

è
.

1. Vérifier qu’il existe A =

Ö
0 1 0
0 0 1
3 1 −3

è
telle que

Xn+1 = AXn.

Xn+1 =

Ö
un+1

un+2

un+3

è

=

Ö
un+1

un+2

3un + un+1 − 3un+2

è

=

Ö
0 1 0
0 0 1
3 1 −3

èÖ
un
un+1

un+2

è
= AXn

2. Calculer le polynôme caractéristique de A et justifier
que Sp(A) = {−3,−1,1}.

PA(X) = det(A−XI3)

=

∣∣∣∣∣∣∣

−X 1 0
0 −X 1
3 1 −3−X

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

1−X 1 0
1−X −X 1
1−X 1 −3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (1−X)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 −X 1
1 1 −3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (1−X)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0
0 −1−X 1
0 0 −3−X

∣∣∣∣∣∣∣

= (1−X)

∣∣∣∣∣
−1−X 1

0 −3−X

∣∣∣∣∣
= (1−X)(1 +X)(3 +X)

Donc Sp(A) = {−3,−1, 1}.
3. Montrer queA est diagonalisable.

• En calculant les sous espaces propres de A, on obtient :

– E−3 =

±Ö
1
−3
9

èª

– E−1 =

±Ö
1
−1
1

èª

– E1 =

±Ö
1
1
1

èª
• De plus, on a

– Le polynôme caractéristique PA(X) est scindé,

– dimE−3 = 1 = m(−3)
– dimE−1 = 1 = m(−1)
– dimE1 = 1 = m(1)

D’où A est diagonalisable. On pouvez aussi remarquer que

A est diagonalisable car elle admet trois valeurs propres

deux distinctes.

4. DiagonaliserA en précisant la matrice de passage utili-
sée.

On a A = PDP−1 avec

• D =

Ö
−3 0 0
0 −1 0
0 0 1

è
,

• P =

Ö
1 1 1
−3 −1 1
9 1 1

è
,
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• P−1 =
1

8

Ö
−1 0 1
6 −4 −2
3 4 1

è
5. Écrire un en fonction de u0, u1, u2 et de n.

E calculant An puis en utilisant Xn = AnX0, on obtient :

un = (3− (−3)n + 6(−1)n)u0
+ (4− 4(−1)n) v0
+ (1 + (−3)n − 2(−1)n)w0
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