Calcul matriciel
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Calcul matriciel Les matrices

1.1 Les matrices
1.1.1 Notion de matrice

4 Définition 1.1 (Matrice)

Une matrice réelle A est un tableau rectangulaire de nombres réels.
Elle est dite de taille m x n si le tableau posséde m lignes et n colonnes.
Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

Le coefficient situé & la i ®™ ligne et & laj ™ colonne est noté aj;.

Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

ahn a2 00 Aln

azy an N 1)
A=

Aml  Am2 <o+ Omn
OUA = (al‘j)]SiSm ou encore A = (a,-,-).
1<j<n

@ L'ensemble des matrices réelles est noté de M, ,(R).
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Calcul matriciel Les matrices

¢ Exemple 1.1
Considérons les tableaux suivants :

17 0 -3 8 —6
A:(§ _52 _01>,B: 2 9 -1 7 Jetc=| 2 4
4 2 3 6 12

Les tableaux A, B et C sont des matrices de type 2 x 3, 3 x 4 et 3 x 2 respectifs.
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Calcul matriciel Les matrices

1.1.2 Matrices particulieres

Soit A = (a;;) une matrice réelle de type m x n (A € Mm,,,(]R)).

@ Sim = n (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice A est dite matrice carrée
d’ordre n. On note M, (R) au lieu de M, ,(R).

Les éléments ay1, az, . . ., ann forment la diagonale principale de la matrice.
@ Sila matrice A n’a qu’'une seule ligne (m = 1), elle est appelée matrice ligne ou vecteur
ligne. On la note
A= (a“ ap ... al,,)
© Sila matrice A n’a qu’une seule colonne (n = 1), elle est appelée matrice colonne ou
vecteur colonne. On la note

ar

az]
A=

an]
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Calcul matriciel Les matrices

© Sitous les coefficients de la matrice A sont des zéros, elle est appelée la matrice nulle et
est notée 0,,,, ou plus simplement 0.

© La matrice carrée d’ordre n dont les éléments de la diagonale sont égaux a 1 et les autres
éléments sont nuls est appelée matrice unité ou matrice identité d’ordre »n. On la note

1 0 ... 0
P
0 0 1
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Calcul matriciel Les matrices

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

© On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments au-dessus de la diagonale sont nuls,
autrementdit:i <j = a; =0.

Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

ay 0 - 0
azl any

0
dnpl  dp2 - dmn

@ On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale sont
nuls, autrement dit:i > j = a; = 0.

Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

aly an e aln
0 ay ... amy
0 0 Ann
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

1.2 Opérations sur les matrices

¢ Proposition 1.1 (Somme de deux matrices)

Soient A et B deux matrices ayant la méme taille m x n. Leur somme C = A + B est la matrice de
taille m x n définie par
C= (C,‘j) = (aij + bij)

¢ Exemple 1.2
o _ 1 0 3 (3 5 1
Con3|deronslesmatr|cesA—(4 5 1)etB—<2 0o 7 )
On obtient

(143 045 3+1\_(4 5 4
A+B—(4+2 240 1+7>_(6 2 8)

4 Remarque 1.1
La somme de deux matrices de taille différentes n’est pas définie.
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

4 Proposition 1.2 (Multiplication d’une matrice par un scalaire)

Le produit d’une matrice A = (aij) de M,,,,(R) par un scalaire o. € R est la matrice obtenue en
multipliant tous les coefficients de A par «. Elle est notée

a-A=aA= (Oéaij)

¢ Exemple 1.3

2 5
SiA( 3 6 ) et a = 5, on obtient

1 4
5x2 5x5 10 25
5A = 5x3 5><6>:<15 30)
5x1 5x4 5 20
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Proposition 1.3 (Produit de deux matrices)

SiA = (ay) une matrice m x p et si B = (by;) une matrice p x n, alors le produit C = AB est une

matrice m x n dont les coefficients c;; sont définis par :

n
cij = E aixby;
k=1

On peut écrire le coefficient de fagon plus développée, a savoir :
cij = ajtbij + apby; + - - - + agby; + - - - + Qinbyj

v

Pour obtenir le terme ¢; de la matrice produit AB, on multiplie terme & terme les éléments de la

i®me ligne de A par ceux de la j®™® colonne de B.

apy app ce ap 1 e clj
by o [By ] - b .
: : by .. | by | oo by : :
a;y ap C aip ] . . . . . = ci1 cij
byt oo by | oo bpn
am] am2 ce Amp Cml s Cmj
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.4

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0 2 3 |.
b=t 2 2 1 0

@ La matrice A est d’ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona
1
AxB = 2 0 -3 0
1 -1 2 5

_ (m 12 m)
€21 €22 €23
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.5

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona

112 4
aver = (= (o] 3
- 211 0
_ (Cl] €12 013)
€21 €22 €23

1711:2X1+0X0+(—3)X2:—4
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.6

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.
@ Ona

1124
ver = (T (]3]
2 0

1 -1 1

_ (*4 cn 613)
L )

L‘12:2X2+0X2+(—3)X]:1
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.7

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona
1 24
wxn = (2 (0 2
- 2 110

_ ( —4 1 C13 )
21 €22 €23

c3=2%X440x3+(-3)x0=28
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.8

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona
2 0 1 112 4
==V \|3]] %
211 0
(7418)
¢ €2 (23

o =1x14(=1)x04+2x2=5

AXB
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.9

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona
11214
i = (=) 02
21110
_ (74 1 8 )
S5 o 3

cn=1x2+4(-1)x2+42x1=2
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.10

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 |.
1 -1 2 21 0

@ La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona
1 214
i = (=) (0 2]
2 110
(-4 1 8
- 5 2 23
c3=1%x44(-1)x34+0x1=1
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.11

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0 2 3 |.
b=t 2 2 1 0

@ La matrice A est d’ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.

@ Ona

— NN
S W A

b S
X

&
Il

/N
—_N
| o
_

o |
(98]
N——
N
oo =
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Exemple 1.12

2 0 3 1 2 4
Soient les deux matrices A = etB = 0o 2 3 .
1 -1 2 > 1 0

@ La matrice A est d’ordre 2 x 3, la matrice B est d’'ordre 3 x 3 donc A x B est d’ordre 2 x 3.
@ Ona
1 4
AXB:(?_Ol _23> 0 3
2 0

2
2
1

4 Remarque 1.2
Le produit B x A est impossible.
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Calcul matriciel Opérations sur les matrices

¢ Propriétés 1.1
Le produit matriciel est

@ associatif :
A(BC) = (AB)C

@ distributif par rapport a la somme :
A(B+C)=AB-+AC et (B+C)A=BA+ CA
© non commutatif : AB # BA

FSJES-Ain Sebaa Algebre linéaire-LF Eco/Ges

12/64




Calcul matriciel Matrice transposée

1.3 Matrice transposée

¢ Définition 1.2 (Transposée d’une matrice)

SoitA € M,,,,(R). On appelle matrice transposée de A la matrice A" de taille n x m obtenue en
échangeant les lignes et les colonnes de A.

¢ Exemple 1.13

0
—1

— N

Soit la matrice A d’ordre 2 x 3 suivante A = ( _23 ) , sa matrice transposée est la matrice

2 1
A" d’'ordre 3 x 2 suivante A’ = ( 0 -1 )
-3 2

¢ Propriétés 1.2
Q SiA € My u(R) alors (A")' = A.
@ Si\ERetA € My ,(R) alors (MA)" = \A'.
@ SiA,B € My ,(R) alors (A+ B)' = A’ + B.
Q SiA € Myu(R) etA € M, ,(R) alors (AB)' = B'A'.
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Calcul matriciel Matrice transposée

¢ Définition 1.3 (Matrice symétrique, matrice antisymétrique)

Soit A € M,(R). On dit que
@ A estsymétrique siA’ = A.
© A estantisymétrique siA’ = —A.

¢ Exemples 1.14

1 2 0
QA= ( 2 3 -1 ) on a A’ = A donc A est symétrique.
0 -1 8

0 5 -9
Q B= ( -5 0 7 ) on a B' = —B donc B est antisymétrique.
9 -7 0
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Calcul matriciel Matrice inverse

1.4 Matrice inverse
1.4.1 Définition et propriétés

¢ Définition 1.4 (Matrice inversible, matrice singuliére)

@ SoitA € M,(R) . On dit que A estinversible ou réguliére s'il existe une matrice carrée
B € M, (R) telle que
AB=BA =1,
On appelle B la matrice inverse de A eton lanote B =A—".
@ Une matrice non réguliére est dite singuliére.

¢ Propriétés 1.3

Soient A et B deux matrices inversibles de méme ordre, alors :

. . —1
@ A-! estinversible et (A—l) —A.
t

@ 4’ estinversible et (4) ™' = (4~1)".
@ AB estinversible et (AB)~! = B~1A~!,
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Calcul matriciel Matrice inverse

1.4.2 Déterminant d’'une matrice

4 Définition 1.5 (Mineur)

On appelle mineur de I'élément a;; de la matrice A, la sous matrice M;; obtenue en éliminant la
ligne i et la colonne j de la matrice A.

¢ Exemple 1.15
1 2 0

A= 2 3 —1 ,onaM11:<_31 _81 )etM23:((1) _21 )
0 -1 8

4 Définition 1.6 (Déterminant)
Le déterminant de la matrice carrée A € M, (R) est le réel :
Jj=n
det(A) = Z(—l)iOJrja,'O; det (Miy;) (on fixe la ligne io)
j=1
ou
det(A) = Z(—l)i+j0a[jo det (M,-,O) (on fixe la colonne jo)

=
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Calcul matriciel Matrice inverse

¢ Exemples 1.16

1 2 3
A:(; g),B: 0o -1 1
4 2 1
1 5
GDdet(A):‘2 3‘:1><3—5><2:—7

@ En fixant la ligne 1, on obtient

det(B) = by det(Mi1) — bip det(M12) + by3 det(M3)
-1 1 0 1 0o -1
= 1><‘2 1‘—2><’4 1 -i—3><)4 2‘
= 1x(-3)—2x(—4)+3x4
= 17

© Enfixant la colonne 1, on obtient

det(B) = by det(Mu) — by det(M21) + b3 det(M31)
-1 1 2 3 2 3
_lx’2 1‘—O><21—i-4>< _11‘
= 1x(=3)—-0x(-2)+4x5
= 17

FSJES-Ain Sebaa Algébre linéaire-LF Eco/Ges 17 /64



Calcul matriciel Matrice inverse

¢ Remarques 1.3

@ Pour le calcul du déterminant, on choisit la ligne ou la colonne qui contient le plus grand
nombre de zéros.

@ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes (ajout a une colonne - resp. une
ligne - une combinaison linéaire des autres colonnes - resp. lignes) d’'une matrice ne
modifient pas la valeur du déterminant.

¢ Propriétés 1.4
Soient A et B deux matrices de M,(R), on a
@ det(AB) = det(A) x det(B).
@ det(MA) = X" x det(A).
Q det (A") = det(A).
@ A estinversible si et seulement si det(A) # 0.

@ siA est inversible alors det (A*l)

~ det(A)

FSJES-Ain Sebaa Algebre linéaire-LF Eco/Ges 18/64




Calcul matriciel Matrice inverse

1.4.3 Calcul de la matrice inverse

¢ Proposition 1.4
SoitA € M,(R) inversible (det(A) # 0). La matrice inverse de A est donnée par

_ 1 ¢
ATl = o) (Com(A))

ou Com(A) est la comatrice de A définie par

Com(4) = ((=1)"" det (Mz) ) _, ._,
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Calcul matriciel Matrice inverse

¢ Exemple 1.17

1 0 -1

1 1 0
A= < 2 -1 1 > on a det(A) =4 # 0, donc A est inversible.

._
I
—

—11‘_‘21

—_
(=]

On a aussi, Com(A)

Il
|
_
=)
_
|
_

+
—_
o
I
—_
—_

Il
N
—_—
(.
—_—
|
[SS R
\_/

D’ou
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Calcul matriciel Matrice inverse

1.4.4 Application

Résoudre le systeme linéaire

x+y=1
()4 2x—y+z=5
x—z=-2

Le systeme (S) s’écrit sous la forme matricielle

1 1 0 X 1
2 -1 1 y | = 5
1 0 -1 z -2
1 1 0 X 1
c-ad(S)<AX=bavecA=| 2 -1 1 |,x=|[ y Jetb= 5
(i ()= (2)

1
D’ou la solution du systéme (S) est X = A~1b = < 0 )
3
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Calcul matriciel Rand d’une matrice

1.5 Rang d’une matrice

¢ Définition 1.7

Lerang d'une matrice A € M, ,(R) est la taille du plus grand déterminant non nul que I'on peut
extraire de A. On le note rang(A).

¢ Propriétés 1.5

SoientA € M,,»(R) et B € M,(R)
@ rang(A) < min(m, n).
@ rang(B) = n < B inversible.
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Calcul matriciel

¢ Exemples 1.18

-3 5 6

Qa={ -1 2 2 | det(4)=—1#£0= rang(A) =3
1 -1 -1
! 0

Q B= 0 5’:5750: rang(B) =2
—1

DN ocowmo
|

),det(B):Oet‘ '

; i’ ‘:—4760:> rang(C) =2

it
N
»
i)
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Systéme d’équations linéaires

Chapitre 2 : Systeme d’équations linéaires J
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Systéme d’équations linéaires Définition

2.1 Définition

¢ Définition 2.1

Un systeme de m équations linéaires a n inconnues peut étre écrit sous la forme suivante :

ajx1 + apx + + arxn = b
a ¥ +  apxr  + + auxm = b
(SL)
: + + + =
am1X1  +  ampxa  + +  amapxn = bm
ou les inconnues sont les scalaires x|, ..., x, € R et ou les données sont :
@ Lescoefficientsg;; c R, 1 <i<m,1 <j<n.
@ Lesseconds membres b, c R, 1 <i<m.
v
¢ Exemples 2.1
X1 + 5% = 10
(SL1) { 2 4 3 = 14
3x1 4+ Sxp = -1 2x;1  +  S5x — Tx3 = 0
(SL2) < 2x; + 6xp = 7 (SL3)< 3x; + 10x, — 6x3 = -—22
X1 — ZXZ = 3 8X1 — X2 — 3X3 = 10
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Systéme d’équations linéaires Définition

4 Remarque 2.1

Les trois cas suivants sont possibles pour n'importe quel systéme (SL) :
@ Le systéeme n’a pas de solution.
@ Le systéeme a une solution unique (3!(xy, ..., x,) € R qui vérifie les m équations du systéme).
@ Le systeme a une infinité de solutions.

4 Interprétation matricielle

Le systeme d’équations linéaires (SL) peut aussi s’écrire sous la forme matricielle :

Ax = b,
avec :
aj,;  ayp v Ay X1 by
a1 axp o g X2 by
A= . . . . o x = . et b=
Am,1  Adm2 - Amn Xn bm
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Systéme d’équations linéaires Systéme de Cramer

2.2 Systeme de Cramer

¢ Définition 2.2

Un systéme de m équations linéaires a n inconnues, est dit de Cramer s’il possede autant
d’équations que d'inconnues (m = n) et si la matrice A estinversible.

¢ Théoréme 2.1
Un systéme de Cramer admet une solution unique .

¢ Proposition 2.1 (Formules de Cramer)

Lunique solution (xy, ..., x,) d'un systéme de Cramer d’équation matricielle AX = b sont :

_ det(A,') o dEI(C| e Ci 1, b, Ci‘H 5 0005 C,l)
det(A) det(A)

Vi€ l,2,...n

i

ou Cy, Cy, ..., C, désignent les colonnes de la matrice A.
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Systéme d’équations linéaires Systéme de Cramer

¢ Exemple 2.2
dxy — xp + x3 = -5
Résoudre le systéme linéaire (S;) 2x1 + 2x + 3x3 = 10 S Ax=0b
Sxi — 2% 4+ 6x3 = 1
4 —1 1 X1 -5
aveCA=1(2 2 3|, x=|x et b= 10
5 -2 6 x3 1
4 -1 1
det(A) =12 2 3| =55#0
5 =2 6
Alors le systéme (S;) est un systéme de Cramer d’ou le systéeme admet une solution unique
det (A1 ) det (Az) det (A3)
X = ; X2 = ;X3 =
det(A) det(A) det(A)
avec
-5 -1 1 4 -5 1
det(A;) = [10 2 3| =55 det(4y) = |2 10 3| =165;
1 -2 6 5 1 6
4 -1 -5
det(A3) =12 2 10| =110. D’ou x1=—1l;x =3;x=2.
5 =2 1
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Systéme d’équations linéaires Systéme de Cramer

¢ Exemple 2.3
X1 + x» 4+ 23 = -1

Résoudre le systeme linéaire (S5) 2% — x» + 2x3 = —4 & Ax=D
dx; + x + 4dxz3 = =2

1 1 2 X1 —1
aveCA=1(2 —1 2|, x=|x et b=\ —-4].
4 1 4 X3 -2

1 1 2
det(A)=[2 -1 2|=6#0
4 1 4
Alors le systéme (S;) est un systéme de Cramer, d’ou le systéme admet une solution unique
det (A1 ) det (A2) det (A3 )
X = ; 2= ;X3 =
det(A) det(A) det(A)
avec
—1 1 2 1 -1 2 1 1 —1
det(A;) = |—4 —1 2| =6;det(A) = |2 —4 2| =12;det(A3) =2 —1 —4|=—I2.
-2 1 4 4 -2 4 4 1 -2

Dol xj=1;x=2;x3=-2.
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Systéme d’équations linéaires Y tr p

2.3 Systeme triangulaire supérieur

¢ Définition 2.3

Un systéme linéaire (SL) a m équations et n inconnues est dit systeme triangulaire supérieur si
a;; = 0 pour touti > j.

¢ Exemple 2.4
26 — x + X3 = =2 2 -1 1
(SL1) 2% 4+ x3 = 5 = A= 0 2 1
6x3; = 1 0 0 6
X1 — 2x - 3x3 = -1 _ 1 -2 3
(SL2) { 6o — 3 = 15 < AT ( 0 6 -3 )
2 4+ x + 3x3 + x4 = -1 2 1 3 1
(SL3) 6x; + 3x3 + 2x4 = 15 = A=|0 6 3 2
8x; + 3x = 4 0O 0 8 3
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Systéme d’équations linéaires Y tr p

Examinons les deux systémes linéaires ci-dessous :

3x 1 + 5X2 + 7X3 = 101
(A) { 2x1 4+ 10x, + 6x3 = 134
X1 + 2x + 3x3 = 40
2x1 4+ S5xp 4+ 3x3 = 49 (Ll )
(B ) { 4,  + ng, = 30 (L2)
Tx3 = 21 (L3)

Le systéme (A) n'est pas trés simple & résoudre car les 3 inconnues sont présentes dans les 3
équations.

Le systeme (B) est trés simple a résoudre :

(L3) donne : x3 = 3.

Puis dans (L2) : 4x, + 6 = 30 donc x, = (30 — 6)/4 = 6.

Enfin dans (L1) :2x; +304+9 =49 donc x; = (49 —30—9)/2 =5.

Conclusion : pour résoudre le systeme (A), on le transforme en un systeme triangulaire supérieur
équivalent comme le systéme (B).
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2.4 Méthode du Pivot de Gauss

4 Définition 2.4

On dit que deux systemes linéaires sont équivalents si ils ont la méme solution.

4 Définition 2.5

Les trois modifications suivantes d’un systéme linéaire sont appelées opération élémentaire sur
les lignes :

Nature de l'opération Codage
Permutation de 2 lignes L +— L;
Multiplication de L; par un scalaire non nul L < MAL;
Addition a L; du produit de L; par un scalaire | L; <— L;+ \L;

¢ Théoreme 2.2

Les opérations élémentaires transforment un systeme linéaire en un systeme linéaire équivalent.
o

4 Méthode du Pivot de Gauss

La méthode du pivot permet d’associer a tout systeme linéaire un systéme triangulaire supérieur
équivalent.
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Algorithme général

Soit un systéme linéaire a résoudre

aj1ix; +

a1x1  +
(SL) .

= AF

am1x1  +

ajpx
as 2%y

Am,2X2

+
+
_l’_

+

Jr
+
_l’_

+

aj,nXn
az nXn

Am,nXn

= b
= b

= b

@ Etape 1:On se raméne a un systéme équivalant tel que a;; # 0 en changeant
éventuellement 'ordre des inconnues ou en permutant deux lignes.

@ Etape 2 : Pour chaque i # 1, on utilise l'opération élémentaire L; < L; — aiLl de fagon a

ary
éliminer l'inconnue x; de chacune des lignes autres que a premiére. On dit que I'on a utilisé

aj; comme pivot.
On obtient le systeme :

ap1x;  +

(SL)

ai Xy
!
a5 272

!
a3 5%2

/
Ay ,sz

++ o+ 4+

++ o+ 4+

at,nXn
/
@ ,Xn

7
az pn

!
Ay pXn

—

m

o Etape 3 : On réitére ces deux opérations de I'étape 1 et 2 sur le systéme & n — 1 inconnues
formé par les m — 1 derniéres lignes. Et ainsi de suite.
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Algorithme général

Au bout d’'un nombre fini d’opérations. On obtient un systéme équivalent de la forme suivante

11 1"

alylxl + a1,2x2 —+
1"
02,2)(2 aF

avec a;/ #Opourtouti=1,...,7.

+
+

7"
al,rXr
1
ay xr

++ o+ +

+
+
+
+

1

ay ,xn
1

ay %

11

r,nx"

@ Lentier r < min(m, n) est appelé le rang du systeme linéaire.
@ Les équations 0 = b]f’ (r <j < m) sont appelées les conditions de compatibilité du systeme.

(Il'y a m — r conditions de compatibilité)
@ Les inconnues x;,x,, ..., x, sont appelées les inconnues principales.
@ Les inconnues x,1,x.42, ..., X, Sont appelées les inconnues secondaires.

/"
bl
/1
bz
'b”
r

1"
br+1

1
bm
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Algorithme général
Deux cas peuvent se produire :

Q Siilexiste k € [r+ 1,m] tel que b’ # 0, alors le systeme n'a pas de solution (systéme
incompatible).

s = {0}

@ Sion n'a pas des conditions de compatibilité oli pour tout k € [~ + 1,m] tel que b} = 0, alors

le systeme est compatible (S # () : il existe au moins une solution (c’est un vecteur de R”*) qui
dépend de n — r parametres.

Si r = n, cette solution est unique.
Alors la ligne L, donne a,,x, = by, c'est-a-dire x, = b, /a,,. En suite en remplagant dans la ligne L; ,
ona

n

1
xi= —(bi — E ajxj), Yi=n—1,...,1.
Qi

j=it1

Si r < n, on a une infinité de solutions.

on exprime alors les r premiéres inconnues (les inconnues principales) en fonction de n — r derniere
inconnues (les inconnues secondaires), puis le résoudre comme dans le cas r = n. On obtient alors
une infinité de solutions.
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Exemple 2.5

X+
Résoudre le systeme (S51) X+
3xp +

Ona
2 2] 2\ L I
1 3 =2 -1 L, =1 0
3 5 8 8 Ly 0
1
= 0
0

D’ou

(81) & { "

2x; +  2x3 = 2 Ly
3, — 2x3 = =1 Ly
5x, + 8x3 = 8 Ls
2 2 2 Ly
—4 | =3 | L+ L—L
1 2 2 Ly < Ly — 3L,
2 2 2 L
1 —4| -3 L
0o -2 -1 [3 4 Ls+ Ly
+ 2x + 2x3 = 2
X2 — 4X3 = -3
—2x3 = -1

On n’a pas des conditions de compatibilité, alors le systéme est compatible. Il y a au moins une
solution; eton a r = 3 (r = n). Alors la solution est unique :

X1 =
X2 =

X3 =

2—2x%—2x3 = 3
—3+4x3 = -1
1
2

1

§= {(x17x2:x3) = (37 -1, _)}

2
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Exemple 2.6
X1 + 2x - 3x3 + x4 = =3 L
Résoudre le systeme (52) 2xp + Sx — 5% 04+ Sxy o= 2 L
—3x; — S5x 4+ 12x3 - x4 = 16 ILj

2 3 1 |3\ L 1 31| =3\ L
2 5 -5 5|2 |L =10 1 3|8 | Le-2
-3 -5 12 —1] 16 L3 0 1 2 7 L3 < L3+ 3L

12 =3 1 | =3\ L
(o1 1 3|38 L,
00 2 1|1 ) Iieli—IL

x1 + 20 — 3x3 4+ x -3
(SZ) == X2 + X3 + 3x4 = 8
2x3 — x4 = -1

On n’'a pas des conditions de compatibilité, alors le systéme est compatible. Il y a au moins une
solution; etonar =3 (r < n = 4). Dongc, il y a une infinité de solutions qui dépendde n — r = 1

D’ou

e 15 43
parametre X = B3-2043-—-x = —x4— —
. . 7 A
X = 8-x3-3xy = —FNo o
2% 72
1)
x3 = = (u-
3 > 4
15 4 17 171
S=q(sm—5 - 5. 50—1D,u) ueR
{(2x4 22T )x“) e }
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Systéme d’équations linéaires Méthode du Pivot de Gauss

¢ Exemple 2.7

—x1 4+ 3x - X3 = 2 L
Résoudre le systéme (53) dx; — 2% + 2003 = m L,
—x;1 4+ 8x + Tx3 = 6 I3
—1 3 —-11]2 Ly —1 3 -1 2
4 -2 20 | m L, = 0 10 16 | m+38 L, +4L,
—1 8 7 6 Ls 0 5 8 4 Ly — L
—1 3 —1 2
0 10 16 8
= m4 |
0 0 0 —E Ly — -1,

On adeuxcas:
@ Sim # 0, le systéme est incompatible et S = 0.

@ Sim=0,onar=2etn=23(r < n), alors le systtme est compatible. Il y a au moins une
solution qui dépend de n — r = 1 parametre. Il y a donc une infinité de solutions.

2 37
S3 _X1+3X2—X3:2 X1 :3xifx§+2 xlzg__XS
()‘:’{ 100+ 165=8 7\ neo_2Sg 7 R 3
5 5 X2 =Z- — X3
5 5
2 7 4
SR TCRE N S
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2.5 Calcul de la matrice inverse

La méthode du pivot de Gauss peut étre utilisée pour inverser une matrice.
On veut calculer l'inverse de la matrice suivante :

1 1 2
A= 1 2 1
2 1 1

On commence par présenter les choses sous la forme "Gauss".
1 1 211 0 O L,
( AlL ) = 1 2 1]0 1 0 L,
2 1 110 0 1 Ly

Au lieu de mettre a droite de la matrice A le seul vecteur b comme pour les systémes linéaires de
la section précédente, on a mis cette fois, la matrice d’'identité (dont on cherche les antécédents).
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Systéme d’équations linéaires Calcul de la matrice inverse

Premiérement : On effectue la méthode du pivot de Gauss pour obtenir une matrice triangulaire

supérieure avec des 1 sur la diagonale.

(aln)

=

(

/N N N

oo~ N = -

(=N

S O =

O -

1 00
-1 1 0 L, — L
-2 0 1 Ly — 2L,
1 0 0
-1 1 0
-3 1 1 Ly + L,

1 0 0
-1 1 0 .
3/4 —1/4 —1/4 —b
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Systéme d’équations linéaires Calcul de la matrice inverse

Deuxiéemement : On effectue la méthode du pivot de Gauss « inverse », de maniére a obtenir la
matrice identité.

112 |1 0 0
(A13)<:>(01—1 -1 1 0 )
0 0 1 |3/4 —1/4 —1/4
1 0| -1/2 1/2 1)2 Ly 2L
© 0 0|-1/4 3/4 —1/4> Ly + Ls
0 1] 3/4 —1/4 -1/4

3
—
(=R ] S = =

0| -1/4 —1/4 3/4 Li— Ly
< 0 0|—1/4 3/4 -—1/4 )
0 1| 3/4 —1/4 —1/4
N ( LA )
—1/4 —1/4 3/4
ATl = ( —1/4  3/4 —1/4 )
3/ —1/4 —1/4
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Diagonalisation d’une matrice

Chapitre 3 : Diagonalisation d’une matrice J

FSJES-Ain Sebaa Algébre linéaire-LF Eco/Ges 42/64



Diagonalisation d’une matrice Motivation

3.1 Motivation

Soit A € M, (R), on veut calculer A™, m € N.
Al AT
@ Si A estdiagonale : A = 0O . 0 ,on a alors A" = 0 . 0
An Am
@ Si A est non diagonale, mais semblable a une matrice diagonale D (dans ce cas on dit que A
est diagonalisable) : A = PDP~!, on a:

A" =PDP~ ! x PDP~! x ... x PDP~! = pD"P~!.

m fois

Le calcul de D™ est facile puisque la matrice D est diagonale.
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Diagonalisation d’une matrice Valeurs et vecteurs propres d’une matrice

3.2 Valeurs et vecteurs propres

4 Définition 3.1 (Valeurs et vecteurs propres)

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R.

@ On appelle valeur propre de A tout scalaire X € R pour lequel il existe une matrice-colonne
X € M,,1 (R) non nulle telle que
AX = XX.

@ La matrice-colonne X € M, | (R) est appelée vecteur propre de A associé a \ et le couple
(A, X) se nomme élément propre de A.

@ On appelle spectre de A le sous-ensemble de R constitué de toutes les valeurs propres de A.

On le note Sp(A).
¢ Exemple 3.1
2 1 1 3
(7 2)(1)-(5)=x
——
A X

3 valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
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Diagonalisation d’une matrice Valeurs et vecteurs propres d’une matrice

4 Remarques 3.1

@ La condition qu’un vecteur propre soit non nul est impérative.

@ Une valeur propre peut étre nulle.

@ Une valeur propre (par exemple 0) peut étre associée a plusieurs vecteurs propres.
@ A un vecteur propre n’est associé qu’une seule valeur propre.

¢ Définition 3.2 (Polynome caractéristique)

Soit A une matrice carrée d’ordre n surR.
On appelle polynéme caractéristique de A le polynéme a coefficients dans R, de degré n , noté
Py, défini par

VX €ER Pa(X) = det(A — XI,).

4 Remarque 3.2

Trouver les valeurs propres d’'une matrice peut se ramener a un simple calcul de déterminant et a
une recherche de racine du polynéme caractéristique.
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Diagonalisation d’une matrice Valeurs et vecteurs propres d’une matrice

On a le résultat suivant :

¢ Proposition 3.1

\ est valeur propre de A si et seulement si\ est racine de P4 (X).

¢ Exemple 3.2
Soit A la matrice donnée par

Déterminons le spectre de A.

Le polynéme caractéristique de A est donné par

-1-X 1 1
P4(X) = det(A — XI3) = 1 —1-X 1 |=0-X)(x+2)?
1 1 —1-X

Les valeurs propres de A sont les deux réels 1 et —2. On écrit :

Sp(4) = {1, -2}.
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Diagonalisation d’une matrice Sous-espace propre d’une matrice

3.3 Sous-espace propre d’'une matrice

Quand on a déterminé les valeurs propres d’'une matrice A, on cherche pour chaque valeur propre
) les vecteurs propres associés en résolvant I'équation

(A= A[)X =0.

Il s’agit donc de déterminer le sous-espace propre associé a chaque valeur propre .

¢ Définition 3.3 (Noyau d’une matrice)
SoitA € M,(R). On appelle noyau de A :

KerA = {X e R" /AX = 0}

¢ Définition 3.4 (Sous-espace propre)
On appelle sous-espace propre de A associé a A, et on note Ey, le sous-espace de M, ; (R)
défini par

Eyx ={X € M,,1(R) | AX = AX} = Ker(A — \,)
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Diagonalisation d’une matrice Sous-espace propre d’une matrice

4 Exemple 3.3
Soit A la matrice définie par

2 1
(1 2)
3 est valeur propre de A.
Déterminons Ej3.

X= < ;‘ ) € E3 = Ker(A — 31) < (A—3L)X =0

@{ —x+y=0

o= {(} ) emrr=f = {( 1) rrer={(1))
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Diagonalisation d’une matrice Sous-espace propre d’une matrice

Se pose maintenant la question de la dimension du sous-espace propre E .

¢ Définition 3.5 (Ordre de multiplicité)

Soit A une matrice carrée.
Si X est une racine de multiplicité m(\) du polynéme caractéristique de A alors on dit que \ est
une valeur propre de multiplicité m(\) de A.

@ Sim(\) = 1 alors la valeur propre X est dite simple.
@ Sim(\) > 1 alors la valeur propre X est dite multiple.
@ Elle est dite double lorsque m(\) = 2 et triple lorsque m(\) = 3.

4 Exemple 3.4

Pa(X) = (X +2)3(2 = X), Sp(A) = {-2,2}.
@ -2 est valeur propre de multiplicité 3 (m(—2) = 3).
@ 2 est valeur propre de multiplicité 2 (m(2) = 2).
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Diagonalisation d’une matrice Sous-espace propre d’une matrice

¢ Proposition 3.2

Soient \ une valeur propre de A et E, son sous-espace propre et m(\) son ordre de multiplicité.
Alors
1 < dimEy < m(N).

En particulier, si \ est une valeur propre simple de A alors dimEy = 1.

4 Remarque 3.3

Dans le cas d’une valeur propre simple, c’est immédiat car le sous-espace propre associé est de
dimension égale a 1 . En revanche, dans le cas d'une valeur propre A de multiplicité multiple (> 2),
la dimension du sous espace propre E, s’obtient a partir de la relation

dimEy =n—rg(A — A\I)
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Diagonalisation d’une matrice Sous-espace propre d’une matrice

¢ Exemple 3.5

-1 1 1
A= < 1 -1 1 ) = P4(X) = (1 — X)(X +2)% et Sp(A) = {1, -2}
11 -1

Déterminons les dimensions des sous espaces propres E; et E_,.

om(l)=1 = 1<dimE <1 = dimE =1
om(—2)=2 = 1<dimE_, <2 = dimE_, =10u dimE_, =2

1 1 1
On remarque que la matrice A + 215 = <1 1 1) et que son rang vaut 1.
1 1 1

Donc
dimE_, =3 —rg(A—A,)=3—-1=2
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

3.4 Diagonalisation

¢ Définition 3.6 (Diagonalisabilité d’'une matrice)

Soit A une matrice de M, (R). On dit que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale, c’est-a-dire s'il existe une matrice inversible P d’ordre n sur R, et s'il existe une matrice
diagonale D d’ordre n sur R, telles que

D =P 'AP.

Diagonaliser A, c’est trouver D.

¢ Définition 3.7

Un polynéme de R[X] est dit scindé sur R s'il peut s’écrire comme produit de polynémes du
premier degré de R[X].

¢ Exemple 3.6

@ P(X) = (X —3)(X+ 1) = (X — 3)(X + 1)(X + 1) est scindé sur R.
@ P(X) = (X — 1)(X? + 4) n’est pas scindé sur R.
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

¢ Proposition 3.3 (Critére de diagonalisation)

Une matrice A est diagonalisable si et seulement si
@ Son polynéme caractéristique est scindé,
@ Pour chaque valeur propre X de multiplicité m(\), on am(\) = dimEj,.

4 Cas particulier.
Si le polyndme caractéristique a n racines distinctes deux a deux alors A est diagonalisable.

Toute matrice symétrique est diagonalisable.

¢ Proposition 3.4 J

FSJES-Ain Sebaa Algebre linéaire-LF Eco/Ges 53/64



Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

Etapes a suivre pour diagonaliser une matrice A

@ Etude de la diagonalisabilité de f.

> On détermine le polyndme caractéristique de A, c’est-a-dire

P4 (X) = det(A — XI,).

Onnote Aj, ..., )\, les racines de P,. Ce sont les valeurs propres de A.
> Si P4 n'est pas scindé, A n’est pas diagonalisable.
> Si P4 est scindé, on compare dim Ey, et m(\;) pour chaque valeur propre \;.

A ce stade, on n'a pas besoin de déterminer le sous-espace propre Ey ;. On remarquera que
dimEy, =n — rg(A — N\ily).

La matrice A est diagonalisable si le critére de diagonalisation (proposition 3.3) est vérifié.
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

@ Diagonalisation de A lorsque c’est possible.
> Pour chaque valeur propre \;, on détermine une base du sous-espace propre E; en résolvant

I'équation
(A= XNl,)X = 0.

Notons B; = (u,-,l, ey u,-,d,.) la base de E»,, ou d; est la dimension de E;.
> La matrice A est donc semblable & une matrice diagonale D : A = PDP™".

Sur la diagonale de D, il y a (dans cet ordre) : d; fois la valeur Ay, puis d; fois la valeur X;, . . ., etd,

fois la valeur ;.

D:diag(Al,...,)\1,...,)\,-,...,)\,',‘..)\p,...,/\p)
—— —— ——
dy fois d; fois dp fois
et
up, - u1,,11 - Ui 1 B uivdi e Up,1 B uPydp
+ 4 4 4 4 4
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

¢ Exemple 3.7
-2 3 =3
Soit A la matrice définie par A = 0o 1 -1
o 1 3
La matrice A est-elle diagonalisable ?
@ Le polynéme caractéristique est :
-2-X 3 -3
Ps(X) = 0 1-x -1
0 1 3-X

—2+X)(x —2)?

P4(X) est scindé et Sp(A) = {—2,2} avec m(—2) = 1 = dim(E_,) et m(2) = 2. On en déduit
que A est diagonalisable si et seulement si dim(E;) = 2 = m(2).
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@ Déterminons dim E,.
Ona

-4 3 =3
A-2=1{ 0
—4
det(A —2I;) =0 et‘

-1 -1
0o -1 -1
3
0 -1 1|7 4 # 0, donc rg(A — 2I3) = 2,
etdimE, =3 —rg(A —25) = 1 # m(2).
Ainsi, A n’est pas diagonalisable.
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

¢ Exemple 3.8

Considérons la matrice

3 -1 -1
A= 1 1 -1
1 -1 1
La matrice A est-elle diagonalisable ?

@ Le polyndme caractéristique de A est

3-X -1 -1
Pu(X) = det(A — XI3) = 1 1-X -1 |=02=-X)21-X)
1 -1 1-X

P4(X) est scindé et Sp(A) = Sp(A) = {2,1} avec m(1) = 1 = dim(E;) et m(2) =2
On en déduit que A est diagonalisable si et seulement si dim(E;) = 2 = m(2).
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

@ Déterminons le sous-espace propre de E,.
Soit X = (x,y,2)T € E; = Ker(A — 23). On a

x—y—z=0 z€R

y+z 1 1
E, = y /y,z eER, = (u27u3> avec up; = 1 etus = 0
z 0 1

Donc dim(E») = 2 = m(2), et par conséquent A est diagonalisable.

x—y—z=0 xX=y+z
A-2L)X=0 = x—y—z=0 = yeR

D’ou
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Diagonalisation d’une matrice Diagonalisation

© Déterminons le sous-espace propre de E;.
Soit X = (x,y,2)" € E; = Ker(A —L).Ona

2x—y—2z=0 y=x
A-B)X=0 = x—z=0 = =X

x—y=0

X 1
EI:{<x)/x€R}:(u1>0L‘Ju1:<1)
X 1
© Conclusion

A est diagonalisable et A = PDP~! avec

X

D’ou

(=Rl
[=3 S e}
oo
SN—

Ui Uy U3
L+ 4Ll
poy/l 11
1 1 0
1 0 1
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Diagonalisation d’une matrice aux sy

3.5 Application aux systémes récurrents linéaires

Une application classique est la résolution des systémes récurrents linéaires, du type
X1 = AX;, VkeEN

oU A est une matrice carrée, et X; désigne un vecteur dont on souhaite connaitre I'expression en
fonction de k et d’une condition initiale qu’on note Xj.
Iciona

Xi = AXp_) = A(Axk,z) —AX, = ... = AKX,

Donc, pour obtenir X; explicitement en fonction de k et X, il faut calculer A¥. C’est possible si A est
diagonalisable, c’est a dire qu'il existe une matrice diagonale D = diag (Al, R >\,,) et une matrice
de passage P, telles que

A = PDP™!

On a alors
A¥=pppP~'.ppp~' .. . PDP~!' = PD*P~! VkeN

Donc
Xi = PD*P~'X, ol D* = diag (A’f, e A’,;)
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Diagonalisation d’une matrice aux sy

¢ Exemple 3.9

Soient (un)n, (va)n €t (wn)n les trois suites réelles définies sous forme récurrente par leurs premiers
termes uy, vy, wo €t, pour tout n € N, par le systéme suivant :

Up+1 = 3uy — vy — Wn
(S) Vn+1 = Uy + Vyn — Wn
Wn4-1 = Uy — Vn + Wn

Ecrivons un, vn, wy €n fonction de n, ug, vy et wy.

@ En posant

Xy = Vn pourtoutn € N
Wn

le systeme (S) s’écrit sous forme matricielle comme suit :

Unt1 3 -1 -1 iy
Vit1 = 1 1 -1 Vi VneN
Wit 1 1 -1 1 Wi
X1 A Xn
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Diagonalisation d’une matrice aux sy

@ On a déja montré que la matrice A est diagonalisable (voir 'exemple 3.8), etona A = PDP~!

avec

On obtient alors

1 0 0 1 1 1 -1 1
p=[ 0 2 o0 p=(1 1 o0 Pl = 1 0
0 0 2 1 0 1 1 -1
P D" p—!
1 1 1 1 0 0 -1 1 1
A= 1 1 o0 0 2" 0 1 0 -1
1 0 1 0 o0 2n 1 -1 o0
1 2n on -1 1 1
= 1 22 o 1 0 -1
1 o 2n 1 -1 0
P I L L
= P 1 1—2n
m_1 1-2n 1
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@ Enfin, puisque X, = AX, implique X, = A"X), alors
Uy 1 1-2" 12" uy
Vi = 2" — 1 1 1-2" Vo
Wn 2" —1 1-2" 1 wo
—— N——
X, An Xo

D’ou, pour toutn € N

un = (2" — 1) (up — vo — wo) + 2"up
v = (2" = 1)(uo — wo) + vo
Wy = (2" — 1)(140 — V()) + wo
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