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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

INTRODUCTION

L’analyse combinatoire (techniques de dénombrement) permet :

U d’apprendre a compter le nombre d’éléments d’un ensemble fini;
O d’étudier différentes manieres de ranger et d'ordonner des objets

(les éléments d’un ensemble).
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES

1.1. Intersection de deux ensembles :

Soient A, B et C trois sous ensembles de Q.

L’intersection de « A et B », notée A B est I’ensemble des éléments qui
appartiennenta Aet aB.

Deux ensembles sont dits incompatibles (ou disjoints) si et seulementsi ANB =
On définit les opérations ensemblistes suivantes :
> Intersection de A et B est I’ensemble : AMB={xcQ/xecA et xeB]

& AhNB=BnA

¢ (AnB)nC=ANn(BNC)
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES

I.1. Intersection de deux ensembles : Exemple

Soit Q unensemble : Q ={1, 2, 3,4, 5, 6}.

A, B et C des sous-ensembles de Q, tels que:
A={1, 3,5}
B={1, 2, 3}.

C={1, 6}.
1. Déterminer: ANB

2. Vérifier les propriétés suivantes :

& AhB=BnA
¢ (AnB)NnC=AN(BNC)
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES

1.2. Réunion de deux ensembles :

Soient A, B et C trois sous ensembles de Q.

Le reunion de « Aet B », notée AUB est I’ensemble des éléments qui
appartiennenta Aou a B.

On définit les opérations ensemblistes suivantes :

» Réunion de A et B est I’ensemble: AUB = {X eQ/xeA ou xe B}

& AUB=BUA
¢ (AuB)uUC=AU(BUC)
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES

1.2. Réunion de deux ensembles : Exemple

Soit Q unensemble : Q ={1, 2, 3,4, 5, 6}.

A, B et C des sous-ensembles de Q, tels que:
A={1, 3,5}
B={1, 2, 3}.

C={1, 6}.
1. Déterminer: AUB

2. Vérifier les propriétés suivantes :

& AUB=BUA
¢ (AuB)uUC=AU(BUC)
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES
1.3. Complémentaire d'un ensemble :

Soit A un sous ensemble de Q.

Complémentaire de A, noté A , est ’ensemble des éléments de de Q qui

n’appartiennent pas a A.

» Complémentaire de A est I'ensemble: A={xeQ/xgA |
& ANA=0O
@ AUA=Q

o A=A
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES

1.3. Complémentaire d'un ensemble : Exemple

Soit Q unensemble : Q ={1, 2, 3,4, 5, 6}.

A un sous-ensemble de Q, tels que:

A={1, 3,5}

1. Déterminer A

2. Veérifier les propriétes suivantes :
@ ANA=O
@ AUA=Q
@ A=A
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

|. OPERATIONS ENSEMBLISTES
1.4. Propriétés :

Soient A et B deux sous ensemble de Q.

AcB=BcA (ACB<:>X€A:>X€B)

AUB=ANB e¢ ANB=AUB

A=B < (xeQ xeAsxeB) ©AcBet BcA
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

EXERCICE 1.
Soit Q un ensemble : Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

A, B et C des sous-ensembles de Q, tels que:
A={1,2}.
B={1,2, 3,5}
C = {6}.

1. Déterminez les sous-ensembles suivants de :

AnB: AuUB: AUC; (AUBUC)
2. Veérifier les propriéteés suivantes :
AcB=BcA
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

Il. ELEMENTS DISCERNABLES ET INDISCERNABLES

++ Eléments discernables:

Ce sont les eléments qui sont tous différents.
Exemplel: Q= {a, b,c,d}

+ Eléments indiscernables:

Ce sont les eléements qui ne sont pas tous distingués.

Exemple2: Q={a,aa,b,b,cc,c,c,d,d}
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

[11. DISPOSITION

+» Disposition sans répétition:

C’est une disposition dont chaque ¢lément ne peut apparaitre plus qu’une fois.

Exemple 1:

Soit un ensemble qui contient deux éléments (1 et 2). Q={1,2}

Combien de couples (sans repétition) peut-on former avec les chiffres (1 et 2)?
Les résultats possibles sont: (1,2) et (2,1).

Donc les couples (1,2) et (2,1) sont des dispositions sans répétition.
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

V. DISPOSITION

s+ Disposition avec répétition:

C’est une disposition dont chaque ¢lément peut apparaitre plus qu’une fois.

Exemple 2 :

Soit un ensemble qui contient deux éléments (1 et2). Q= {1, 2}

Combien de couples (avec répetition) peut-on former avec les chiffres (1 et 2)?
Les résultats possibles sont: (1,1) ; (1,2); (2,1) et (2,2).

Donc les couples (1,1) ; (1,2); (2,1) et (2,2) sont des dispositions avec répetition.
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

V. DISPOSITION

+» Disposition ordonnée:

C’est une disposition dont I’emplacement des éléments joue un role dans

la composition de celle-ci.

¢ Disposition non ordonnée:

C’est une disposition dont I’emplacement des éléments ne joue aucun role dans
la composition de celle-ci.
Soient deux elémentsaetb :

e Si (a,b)=(b,a)alorson parle de disposition ordonnée.

e Si (a,b)=(b,a)alors on parle de disposition non ordonnée.
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

IV. DISPOSITION
Exemple 3 :

Soit un ensemble qui contient deux éléments (1 et 2). QQ = {1, 2}

1. Combien de couples (avec réepetition et non ordonné) peut-on former avec
les chiffres (1 et 2)?

Les résultats possibles sont: (1,1) ; (1,2) et (2,2).

Danscecasona:(1,2)=(2,1).

2. Combien de couples (sans répetition et non ordonne) peut-on former
avec les chiffres (1 et 2)?

Les résultats possibles sont: (1,2).

Dans ce casona (1,2) =(2,1) .
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

IV. DISPOSITION
Exemple 4 :

Soit un ensemble qui contient deux éléments (1 et 2). QQ = {1, 2}

1. Combien de couples (avec répetition et ordonne) peut-on former avec les
chiffres (1 et 2)?

Les résultats possibles sont: (1,1) ; (1,2) ; (2,1) et (2,2).

Dans cecasona:(1,2) #(2,1).

2. Combien de couples (sans répetition et ordonne) peut-on former avec

les chiffres (1 et 2)?

Les résultats possibles sont: (1,2) ; (2,1).

Dans ce casona (1,2) # (2,1) .
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

V. PERMUTATION

> Une permutation d’un ensemble de n éléments distincts est une disposition

ordonnée sans répétition de ces éléments.

> Le nombre de permutation qu’ on peut former a partir d’un ensemble de n éléments

est égal & n!'=nx(n-1)x(n-2)x..x2x1 (la valeur factorielle de n).

Exemple 1:

Les permutations qu’on peut construire a partir de I’ensemble E={a,b,c} sont:
(a,b,c),(a,c,b)
(b,a,c),(b,c,a)
(c,a,b),(c,b,a).

Le nombre de permutation est égala 3!'=3x2x1=6
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI.ARRANGEMENTS

Un arrangement de p éléments choisis parmi n éléments est une disposition
ordonnée de p de ces n éléments (p < n). On distingue les arrangements

avec répetitions et les arrangements sans répétitions.
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI. ARRANGEMENTS

» Un arrangement sans répétition de p éléments choisis parmi n est une

disposition ordonnée sans repétition de p éléments choisis parmi n d’un

ensemble E.
f e n!
Le nombre d’arrangements sans répétitionsest : A’ = ﬁ
n—p)!
Exemple 1:

Soit E = {a,b,c}, les arrangements sans répétition de 2 éléments qu’on peut former

a partir des élements de E sont:

{a,b} {a,c}{b,a}, {b,c},{c,a}, {c,b}

Le nombre d’arrangements sans répetitions que 1’on peut faire avec 2

eléments choisis parmi 3 éléments a, b, c est :
A32 _ 3! _3!_3><2><1:

(3-2) 1 1

6
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI.ARRANGEMENTS

» Un arrangement avec répetition de p eléments choisis parmi n est une

disposition ordonnée avec répétition de p d’entre les n éléments.

» Le nombre d’arrangement avec répétition de p éléments qu’on peut former a

partir de n éléments estégal & Nxnx..xn=n’
p.\ffois

Exemple 1:

Soit E ={a,b,c}, les arrangements avec répétition de 2 éléments qu’on peut former a

partir des éléments de E sont:
{a,a}, {a,b} ,{a,c}.{b,a}, {b,b}, {b,c},{c,a}, {c,b}, {c,c}
Le nombre d’arrangement avec répétition de 2 élements qu’on peut former a

partir de 3 éléments est égal 3 3° =9
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI. COMBINAISONS

Une combinaison de p éléments choisis parmi n élements est une disposition
non ordonnee de p de ces n éléments. On distingue les combinaisons avec

répétitions et les combinaisons sans repétitions.
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI. COMBINAISONS

» Combinaisons sans répétitions

Une combinaison de p éléments choisis parmi n éléments est une disposition sans
répetitions et non ordonnée de p de ces n éléments.

Le nombre de combinaisons sans répétitions est :

C.-

n!
p! x(n—p)!

Exemple:

Les combinaisons de 2 éléments pris dans {1, 2, 3, 4} sont :
{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}.

c? = 41 4] 4x3x2x1 —24:6

21(4-2)1 221 (2x1)x(2x1) 4
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI. COMBINAISONS
» Combinaisons avec répétitions

Une combinaison de p éléments choisis parmi n éléments est une disposition
avec répetitionset non ordonnée de p de ces n élements..

Le nombre de combinaisons avec répétitions est :

p_ (n+p-D!
Cripa™ p! x (n=1)!

Exemple:

Les combinaisons de 2 éléments pris dans {1, 2, 3, 4} sont :

{1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 3}, {3, 4}, {4, 4}.
(4+2-1t 5! 5x4x3x2x1

2 H
C 4+2-1 - - - 10

21 x (4-1)! 21 x 3! (2x1)x(3x2x1)
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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

VI. COMBINAISONS

Propriétés
o C'=C, =1
O cP=cr’

O CP=CPr!+CP, (Triangle de PASCAL)

Exercice: montrerque C° =CP'+CP,
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Probabilite et Echantillonnage

Chapitre 2

Calcul des Probabilités
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Chapitre 2: Calcul des Probabilites

_a théorie des probabilités :

La théorie des probabilités concerne 1’é¢tude d'un phénomene aléatoire par la description

de I'ensemble des résultats possibles d'une expérience aléatoire.

Domaines d’application :

v" Economie:
v' Assurance;
v Médecine;

v’ Psychologie, ...etc.
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EXPERIENCE ALEATOIRE

L’expérience aléatoire est une expérience dont le résultat n’est pas connu

avec certitude a 1’avance.

Exemple :

v’ Lancement d’une piéce de monnaie

v’ Lancement d’un dé
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

» ESPACE FONDAMENTAL

L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé

Univers des possibles (ou espace fondamental), et est souvent noté

Exemple :

v" Lancement d’un dé a 6 faces. On obtient un nombre ® € {1,2,3,4, 5, 6} = Q.
Le nombre des éléments de Q appelé cardinal, noté: Card(QQ) =6

Chaque élément ® de Q , (o € Q) est appelé une realisation ou une “épreuve”.

v" Dans le cas de lancement d’une piéce de monnaie ,

Q={P,F} Card(Q)=2
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT

On appelle évenement tout sous-ensemble (ou partie) de 1’univers des possibles

(espace fondamental).

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire le lancement d’un dé a 6 faces :

0 ={1;2;3;4;56} Card(Q) =6
» L’événement A « tirer un nombre pair » se traduit par le sous-ensemble :

A={2;4;6} Card(A) = 3

A c Q est un événement de 1’univers des possibles .
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT

% Evénement contraire de A : ¢’est I’ensemble des éléments de Q qui

n’appartient pasa A, on le note par A .

Exemple : Considérons ’expérience aléatoire le lancement d’un dé a 6 faces :

0 ={1;2;3;4;56} Card(Q) =6

» L’ evénement contraire de A ={2;4;6} est I’événement B « tirer un

nombre impair » se traduit par le sous-ensemble :

B={1;3;5} Card(B) = 3
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT

% Evenement impossible : ¢c’est I’événement qui ne contient aucun élément

de Q, on le note par J.

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire le lancement d’un dé a 6 faces :

0={1;2;3;4;56} Card(Q) =6
» L’événement C « tirer un nombre < 0 » est un événement impossible.

C={} Card(C) =0
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT

% Evenement certain : c’est I’événement qui est constitué de tous les

eléments de Q.

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire le lancement d’un dé a 6 faces :

0 ={1;2;3;4;5;6} Card(Q) =6
> [’événement D « tirer un nombre > 0 » est un évenement certain.

D=Q={1,2,3,4,56} Card(D)=6
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT

% Evénement élémentaire : ¢’est I’événement qui est réduit a une seule issue.

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire le lancement d’un dé a 6 faces :

0 ={1;2;3;4;5;6} Card(Q) =6

» L’événements E « tirer un nombre supérieur a5 » E est un évenement

élémentaire.

E={6} Card(E) = 1
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENT
Propriété :

Card (AuB)=Card (A)+Card (B)—Card (AnDB)

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire le jet d’un dé a 6 faces :

0 =1{1;2;3;4;56} Card(Q) =6

» L’événement A « tirer un nombre pair » se traduit par le sous-ensemble :

A ={2;4;6} Card(A) = 3
» L’événement B « tirer un nombre impair » se traduit par le sous-ensemble :
B={13;5} Card(B) = 3
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> DEFINITION DE PROBABILITE

La probabilité¢ d’un événement A notée p(A)est une valeur comprise entre 0
et1, 0 p(A) <1

Elle vérifie les axiomes suivants:

O p(R)=1

O Pour tous événements A et B disjoints

Ona: p(AuB)=p(A)+p(B)
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> DEFINITION DE PROBABILITE
Proprietes :

Soient A et B deux évenements:
o p@)=0
o p(A)=1-p(A)

o AcB —p(A) < p(B)
o P(ANB)=p(A)—-p(ANB)

o p(BnA)=p(B)- p(AnB)
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> DEFINITION DE PROBABILITE
Propriete :
Soient A et B deux évenements:

o p(AuB)=p(A)+p(B)-p(AnB)
Démonstration :
Ona AUB=(AN B)U(Am I§)u(ﬂm B)
tel que ANB, AnB et AnB sont deux a deux disjoints.
Alors: p(AUB)=p(AnB)+p(AnB)+p(AnB)
On a d’aprés les propriétés précédentes: p(ANB) = p(A)— p(An B)
o(B~A)=p(B)- p(AnB)

On obtient alors: p(Au B)= p(A)+ p(B)— p(Am B)
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

Exemple :
Soit une urne qui contient des boules rouges et des boules blanches. Je préleve une

boule au hasard.
Soit les événements suivants :
R: «la boule soit rouge»

B: «la boule soit blanche»

L’événement B est I’événement contrairede R, (B =R ).

Si la probabilité de 1’événement R est egale 0,7 ( p(R) =0,7)
Alors la probabilité de la boule soit blanche est :

P(B)=1-p(R)
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENTS EQUIPROBABLES

Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on dit

qu’il y a équiprobabilite.

Si I’univers des possibles (Q a pour cardinal N (Card (Q) =N), les
1

evénements élémentaires ont une probabilité égalea P = W

Hypothése d’équiprobabilité

Si AcQ avec Card ( A) =m, la probabilité de I’événement A Sous

I’hypothese d’équiprobabilité est :

_card(A) m

P(A) = card(QQ) N
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

Exemple : Soit I’expérience aléatoire suivante ;. « Lancement d’un dé » , alors:
Ona: Q= {1,2,3,4,5,6}
O Soit A, I’événement d’obtenir un numéro i, A = {{l}} i ={1,2,3,4,5,6)

A. est un evenement élémentaire de Q avec card(4;)=1

Tous les événements elémentaires ont la méme probabilité, car il y a une

equiprobabilité.

card(A) 1

card (Q2) N 6

O Si A={1,2,4} alors sous I’hypothése d’équiprobabilité on a :
card(A) 3 1

P(A)= card(QQ) 6 2

La probabilité d’obtenir un numéroi est: P(A)=

20/03/2020 Probabilité et Echantillonnage



Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> PROBABILITES CONDITIONNELLES

Soit A et B deux événements d’un méme univers, tels que A soit de probabilité non
nulle ( p(A)=0).

La probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé est définie par :

p(ANB)
p(A)

p(B/A)=p,(B)=
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

Exemple : Dans une classe de 36 éléves, 23 éleves ont 18 ans, 29 éléves sont des filles

et 17 filles ont 18 ans. On choisit au hasard un éléve de cette classe. On s’intéresse aux
¢venements suivants : A : « 1’éléve est une fille » , B : « I’¢éléve a 18 ans » ,

A N B : «I’¢éléve est une fille de 18 ans ».

o card(A) 29 card(B) 23
Alnsi p( ) card(Q2) 36 ( ) card(Q2) 36
card(AnB) 17
ANnB)= =
et p( a ) card(Q2) 36

Quelle est la probabilité que I’éléve ait 18 ans, sachant que c’est une fille?

1
A B
On remarque alors que  p,(B)= - /6 17

By 2
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> PROBABILITES CONDITIONNELLES

Soient (A),... kévenements (parties de Q).
Telque p(A)=0, Vi=[12,..K]

e Théoreme de Bayes
Soit un événement B indépendant de A; avec P(B)=0 alors :

P(A/B): P(Ail):)lz()é?/'&i)

Si B dont la réalisation dépend de I'une des causes A alors :

P(A/B)= ZFI)I(DA(‘AF))I(DEEI/B?A) avec P(B/A)#0,Vi=[12,..,k]
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> PROBABILITES CONDITIONNELLES

Exemple: Théoreme de Bayes

Dans un laboratoire, on a I’expérience suivante : si une souris porte I'anticorps A, alors 2 fois
sur 5 elle porte aussi I'anticorps B; si une souris ne porte pas l'anticorps A, alors 4 fois sur 5
elle ne porte pas l'anticorps B. La moitié de la population porte I’anticorps A et 3 sur dix de
la population porte I’anticorps B.

Calculez la probabilité que, si une souris porte I’anticorps B, alors elle porte aussi
Panticorps A:P(A/B) .

Soient les évenements suivants:

A: « La souris porte I’anticorps A »
A « La souris ne porte pas I’anticorps A »
B : « La souris porte I’anticorps B »
B : « La souris ne porte pas I’anticorps B »
1 — 1 3 2 - 1
Ona OP(A)== P(A)== P(B)=— P(B/A)== P(B/A)==
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> PROBABILITES CONDITIONNELLES
Exemple:
Calculez la probabilité que, si une souris porte I’anticorps B, alors elle porte aussi
Panticorps A :P(A/B).

1 1 3
Ona OP(A)_E OP(A)=§ o) P(B):E O P(B/A)=

arlN

@) P(B/K)z%

(A A), on applique la formule de Bayes:

P(A)P(B/A) .
"B =S biarp(ara) M

Pour la partition (A),_,, = (A, A,)

Ona: 3" p(A)P(B/A)=P(A)P(B/A)+P(A)P(BIA,)

e (wp(e/ )+ P(R)p(8 )12 [1:) -2
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> PROBABILITES CONDITIONNELLES
Exemple:

Calculez la probabilité que, si une souris porte I’anticorps B, alors elle porte aussi

Panticorps A :P(A/B).

_1 1 3 2 1
Ona OP(A)—2 OP(A)=E O P(B)=5; O P(B/A)= © P(B/A):g
On applique la formule de Bayes:
1.2
P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A) 3 3
10
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

> EVENEMENTS INDEPENDANTS

> Soient A et B ,deux partiesde Q .

Les evénements A et B sont dits indépendants si et seulement si :
p(AnB)= p(A)x p(B)

> Si p(A)=0 et p(B)=0 A etB sontindépendants si et seulement si

{p(A/ B)=p(A)
p(B/A)=p(B)
» Soient (A)_._. névénements (partiesde Q).

On dit que les événements (A ),_._ sont indépendants deux a deux, si et

1<i<n

seulement si ;

p[ﬁAj}]i[p(Aj)

i=1
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Chapitre 2 : Calcul des Probabilites

Exemple

Soient A, B, et C trois événements indépendants deux a deux tel que:

1
p(4) = p(B) =p(C) = 3

Alors
1 1 1
A B - A‘ B = — _— = —
© P(ANB)=p(A)-p(B)=cxc=
1 1 1
A C — A' C p— ] —_— T —
o P(ANC)=p(A)P(C)=gxg =35
1 1 1
O p(BmC):p(B)-p(C):gxg:£
1 1 1 1
ANBAC)=p0(A)-D(B) pD(C)==x=x==

Probabilité et Echantillonnage
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Variables Aléatoires discretes
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

DEFINITION :

Une variable aléatoire X est une fonction de I’ensemble fondamental Q a

valeursdans R, 1.e:

X Q>R
o, — X, =X(a)

¢ Une variable aléatoire est dite discrete si elle prend des valeurs entieres.

¢ Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes les valeurs
d'un intervalle fini ou infini.
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

1. Loi de probabilité (distribution)
Soit X une variable aléatoire décrite définie sur Q

Soit {(Xi)/i =12,..., n} I’ensemble des valeurs prises par X et P; = p[X = Xi] la

probabilit¢ de I’événement " X = X."

La loi (ou distribution) de probabilité d’une variable aléatoire X est une fonction qui

associe les valeurs possibles de X a la probabilité qui leur correspond. Notée (Xi » P, )

On utilise souvent la représentation a I’aide d’un tableau :

Valeurs possibles x; X4 X, X,
probabilité p,=p (X =x;) o P, P,

Ona: Zp| =p+pP,+..+p, =1
i=1
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

1. Loi de probabilité (distribution)

Exemple 1:

Soit I’expérience aléatoire : Lancement d’une piéce de monnaie : () = {P, F}

On définit la variable aléatoire suivante; {

La probabilité d’avoir pile est : 0,5 et celle d’avoir face est 0,5.

Le tableau suivant donne la loi de probabilité de variable aléatoire étudiée.

Résultat de ’expérience Pile Face
Les valeurs associées aux résultats possibles x; 0 1
Les probabilités de réalisation des résultats P(X=x;) 0,5 0,5

20/03/2020
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

1. Loi de probabilité (distribution)

Exemple 2:

Soit I’expérience aléatoire suivante : « Lancement d’un dé ». Q) = {1, 2,3,4,5, 6}
Supposons qu’un individu regoit 5 si I’'un des numéros lou 2 est obtenu, et 10 si
I’un des numéros 3.4,5 ou 6 est le résultat.

X(w)=5 si w=(12)

Alors la variable aléatoire etudiee est la suivante: _
X(w)=10 si w=(34,5,6)

Alors la loi de probabilité de variable aléatoire étudiée :

Résultat de I’expérience (1,2) (3,4,5,6)
Les valeurs associées aux résultats possibles x; 5 10
Les probabilités de réalisation des résultats P(X=x;) 14 %
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

2. Fonction de repartition
La fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est définie comme suit :

F:l >[01] ‘
XiHF(Xi):p[XSXi] ou IcR

Ona: F(x)=p[X <x]=p[X =x]+..+p[X =x]

Propriétés
O F est une fonction positive , croissante et prend ses valeurs dans [0,1]

O IlimF(x)=0 et limF(x)=1

X—>—00 X—>+00

d F est continue a droite
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

2. Fonctions de répartition

Exemple :
Soit X une variable aléatoire de loi de probabilité suivante :
Xi 1 2 3 4
P. = P(X=xi) 0,2 0,3 0,4 0,1

Alors la fonction de répartition est donnée par le tableau suivant:

1 2 3 4

F(x) 0,2 0,5 0,9 1
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

3. Espérance mathématique

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire X de loi de probabilité

(X, p;) pour i=1,..n, notée E(X) , est donnée par la quantité suivante:

E(X) =D P(X =x)x% =3 p,xx
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

3. Espérance mathéematique

Exemple :

Considérons deux joueurs A et B a pile ou face.
Si le résultat de lancement est pile , le joueur A paye 2 Dh au joueur B, sinon
, le joueur B paye 4 Dh au joueur A.

Calculer I’espérance mathématique de gain du joueur A.
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

3. Espérance mathematique

Exemple

Soit X une variable aléatoire qui désigne le gain du joueur A.

La loi de probabilité de cette variable aléatoire est comme suit :

Résultat de I’expérience (espace fondamental Q) Pile face
Les valeurs associées aux résultats possibles x; -2 4
Les probabilités associées aux résultats possibles P; = P(X=x;) 0,5 0,5

Expérience aléatoire : lancement d’une piece de monnaie

Donc I’espérance mathématique est ¢gale a :

2
E(X)=> P(X =x)xX =-2x0,5+4x0,56=-1+2=1
i=1
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

3. Espérance mathématique

Propriétes de ’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires, a et b deux nombres réels.

O E(aX +b)=aE(X)+b

O E(X +Y) =E(X)+E(Y)

O E(X-Y)=E(X)-E(Y)
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Chapitre 3: Variable aleatoire discretes

4. La variance et ’écart type

La variance d’une variable aléatoire X de loi de probabilité (xi , P, )

pour i=1,..,n, notée (X ) , est donnée par la quantité suivante:

2

V(X):E[X—E(X)]Z:Z::pi(xi—E(X)) o2

O L’écart-type d’une variable aléatoire est donné par la formule suivante : . /o‘x
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

4. La variance et I’écart type
Proprieétes:

© La variance est donnée par la formule

V(X)= E(X?) - E(X)

Espérance de la variable aléatoire X2 Carré de I'espérance
de la variable aléatoire X

E(XZ):Zn:p(X = X)X X2

O V(aX +b) =a?V(x)
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

4. La variance et ’écart type

Exemple :
Considérons deux joueurs A et B a pile ou face. Si le résultat de lancement est pile
, le joueur A paye 2 Dh au joueur B, sinon, le joueur B paye 4 Dh au joueur A.

Calculer la variance de gain du joueur A.
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

4. La variance et I’écart type

Exemple
Soit X une variable aléatoire qui deésigne le gain du joueur A.

La loi de probabilité de cette variable aléatoire est comme suit :

Résultat de I’expérience (espace fondamental Q) Pile face
Les valeurs associées aux résultats possibles xi -2 4
Les probabilités associées aux résultats possibles Pi = P(X=xi) 0,5 0,5

Expérience aléatoire : lancement d’une piéce de monnaie

Donc I’espérance mathématique est €gale a :

2
E(X?)=> p(X =x)xx?=0,5x4+0,5x16=2+8=10
i=1

Alors: V(X)=E(X2)—[E(X)T=1O—1=9
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

5. Moments d’ordre supérieur

> Le moment d’ordre k de X est I’espérance mathématique de XX, i.e:
Kk C Kk \ Kk
m, = E(X) =) P(X =x)xX =D p,xX
i=1 i=1
» Le moment centré d’ordre k de X est:

m; :E([xi—E(X)]k):iznl:pix[xi—E(X)]k

» Lemomentd’ordre 1: m, = E()()
V(X)=m, —m?
> Le moment d’ordre 2: M, = E(X 2) :> (X)=m, —m;
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

5. Moments d’ordre supeérieur
> La fonction genératrice des moments d’une variable aléatoire X est la fonction :
M, (t)=E(e")=2e"p{X =x}
i=1

0 Xk X X2 Xn
Sachant que : ef =) —=—t 4.+
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Uniforme

© Soit E une expérience aléatoire dont le cardinal de I’espace fondamental Q

est égal a n.
© Soit X une variable aléatoire tel que X (W) ou w; (i =1,...,n)eQ

telles que X; : les valeurs associées aux resultats possibles W, (i =1..., n) e Q

X suit la loi Uniforme si et seulement si:

Les propriétés de X sont :

2
e E(x):n_+1 n"-1
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Uniforme

Exemple : Considérons I’expérience aléatoire suivante : « Lancement d’un dé »

Soit X le numéro obtenu par cette expeérience.
La valeur de X est I’él1ément de I’événement A = {I} ou i1=12,...,6.
Alors:

p(X =x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

L’espérance et la variance :

n-1 6°-1
E(X):n+1:6+1:3’5 V(X)= _

=2,91
) y) 12 12
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi de Bernoulli

La distribution de Bernoulli prend la valeur 1 avec la probabilité p et 0 avec la

probabilité q = 1 — p, définie comme suit :
P:{0,1} —[0,1] avec : {p(x =h=p
X —> p(x) p(X:O):qzl_p
On écrit X — B(1,p)

Remarque: Cette expérience aléatoire est appelée I’expérience de Bernoulli.

Les propriétés de X sont :
o E(X)=p
O Var(X)=p.g=p(1l-p)
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi de Bernoulli
Exemple :
Considérons I’experience aléatoire suivante : « Lancement d’un dé »
On s’intéresse dans cette expérience au numéro de la face inférieure ou
egale a 4.

Alors on a:

0 Q={1234,5,6}
O A= {1, 2,3, 4} est I’événement concerné

4 2
° P=p(A)=5=3
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi de Bernoulli

Exemple :

La variable aléatoire définie par:

1 , Sile numéro obtenu est inférieur a 4
0 , Sinon

Suit la loi de Bernoulli B(1,2/3).

La moyenne et la variance de X sont:

EO)=P=5 & V(X)-p(-p)-2
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Binomiale
On répete n fois I’expérience de Bernoulli dans les mémes conditions et d’une

maniére indépendante I’une aux autres.

Tel que X= « le nombre de succeés obtenu dans une expérience».

1 ,Si A estréalisé LS p(A)
O , Sinon ou q=1-p

La loi binomiale comptabilise le nombre d’obtention de k succes, sachant que la

probabilité d'un succes est p

% n et p sont les parametres de cette loi.
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Binomiale

> La probabilite de la loi binomiale

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X distribuée selon une loi
binomiale de parametre N e N et pe [0;1], notée X ~ B(n; p),

prend la forme suivante :

vk €{0;L...;n}, P([X _ k]) — C¥p*(L- p)™*
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Binomiale

Proposition :

o L'espérance et la variance de la loi de binomiale sont égales
respectivement: E(X)=np et Var(X)=np(1-p)

o La fonction génératrice des moments d'une loi binomiale est :

My (1) =E(e% ) =(a—pe')’

Théoreme : stabilité additive de la loi binomiale

X —>B(m;p) et Y—>B(n;p)

X+Y = B(n+m; p)
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Binomiale
Remarques

> Soit X=« le nombre de succes obtenu dans une expérience».

- /4 =7 — A
¥ — 1 , SiAestrealisé ol p=p(A)
0 ,Sinon g=1-p

> Soit Y=« le nombre de succes obtenu au cours de n experiences indépendantes».
n
) Y= Z X,
k=1

ou X,,X,,...., X sont nvariables indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli.

Alors Y suit la loi binomiale :

O E(Y)=np
© V(Y)=np.g=npld-q)
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Binomiale

Exemple :

On lance un dé 5 fois. On s’intéresse au nombre 3 obtenu en total, i.e:
Compter le nombre de fois d’obtention le (numeros 3).

Soit X une variable aléatoire qui désigne la somme des résultats obtenus.

Donc X suit la loi binomiale de parametre n =5et p = 1/6. C’est-a-dire :

X~B(5;1/6)

1 (5Y
=p[X=3]=C3|=||=Z
P=plx =3 @(6)

2°0 ——-=0,032.
7776
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi binomiale négative

> Soient E I’expérience de Bernoulli et A 1'événement « succes » de
probabilité p.
La probabilité A est égalea q=1-p.

> On répete I'expérience E n fois dans les mémes conditions et d"une maniere

indépendante I'une aux autres.

> Loi binomiale négative comptabilise le nombre d'échecs nécessaires avant

obtention de n succes, sachant que la probabilite dun succes est p .

/7

“+ n et p sont les parametres de cette loi.
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi binomiale négative

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X distribuée selon une loi
binomiale négative de parametres n et P , notée NegBin(n, p) , prend la forme

suivante :
k+n-1)
P(X =k)= 4 |pd’.pour k=10,1 2, .. avec q=1-p

Le coefficient binomial est :

k+n-1) . (k+n=1! K+n-1
- Cn+k—1 — — Cn+k—1 —
n-1 k!(n-1)! k
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi binomiale négative

Proposition :

o L'espérance et la variance de la loi de binomiale négative sont égales

respectivement :

E(X):(nﬂJ et Var(X):(niz]
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi binomiale négative

Théoréme : somme de deux lois binomiales négatives

La somme de deux lois binomiales négatives de parametres respectifs (nl, p)

et (nz, p) est une loi binomiale négative de parametre (n1 +n,, p) ,

Si X — NegBin(n;p) et Y — NegBin(n,;p)

avec X et Y indépendante, alors

X +Y — NegBin(n, +n,, p)
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi binomiale négative

Exemple :

Etant donné un stock de pieces qui contient 5% de pieces défectueuses. On

préleve avec remise une piece. Quelle est la probabilité dans les cas suivants:

» On fait 20 tirages pour obtenir 2 pieces non défectueuses

» On fait 15 tirages pour obtenir 3 pieces non défectueuses

Soit X le nombre de prélevements néecessaires pour obtenir deux pieces

non défectueuses. Alors on a:
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Géométrique

» Soient E ’expérience de Bernoulli et A I’événement « succes » de
probabilite p.
La probabilité A esteégaleaq=1-p.

» On répéte ’expérience E n fois dans les mémes conditions et d’une maniére

indépendante 1’une aux autres.

» Soit X = « le nombre d’expérience E avant I’obtention de I’événement A

pour la premiere fois».
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Géométrique

> P[X =k]| représente la probabilité que 1’événement A se produise pour la

premiere fois durant la kém expérience.

> Les (k-1) expériences précédentes ont pour résultat 1’événement contraire A.

» Comme les expériences sont indépendantes, alors P[X =k]= q“"p

Onécrit X — G(p)

Les propriéetes de X sont :
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Géométrique

Exemple :

On lance un dé plusieurs fois jusqu’a I’apparition de la face N°1. Quelle est la
probabilité d’obtenir la face N°1 pour la premiére fois au 20¢™¢ lancer,

Soit X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir la face N°1 pour la premiere fois.

Ona: A={l} ¢t A={2,3,4,56}

p[X =20]= p[ﬂ etAet... etA; et A}zxp(ﬂ)x p(A)x...x p(,&)x p(A):(gjlgxg

19.\fr0is
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Hypergéomeétrique

[ Soit une urne qui contient N boules composeées de:

» N, boules d’une couleur donnée, (la couleur noire par exemple)

» N, boules d’autres couleurs, (autre couleur que la noire).

O On fait n tirages sans remise a partir de cette urne.

O Soit X lavariable aléatoire qui designe «Le nombre de boules noires
obtenues».
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Hypergéomeétrique

X suit la loi Hypergéomeétrique de parametres: N, n et = %
Ainsi la probabilité de tirer k boules données est égale a:
PIX =kl=—

On écrit X — H(N,n,p)

Les propriétés de X sont :

O E(X)=np

N —
7 VX) =T
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Hypergéomeétrique

Exemple :

Soit une urne qui contient 2 boules blanches et 1 boule noire. On tire
une boule 2 fois sans remise. La probabilité d’obtenir 2 boules
blanches est égale a:

sz XClo _

1
X =2)=—"2"4 _=
P(X=2)="c =3
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Poisson

» Laloi de Poisson est utilisée lorsque il s’agit d’étude d’un phénomeéne durant un laps
infiniment petit. Elle est utilisée aussi dans les phénoménes d’attentes , les controles

de qualité et en assurance.
e A
k!

» Une variable aléatoire discréte X suit une loi de Poisson si : p(X = k) =
ou A estun parametre positif. On écrit X ~P(1).
Les propriéetes de X sont :
O E(X)=4

o V(X)=41
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Poisson

Exemple :
Soit X le nombre des arrivées des clients a un guichet bancaire.
Supposons que X suit la loi de Poisson de parametre 4.
Calculer les probabilités suivantes :
a) aucun client n’arrive au guichet,
b) plus de 2 clients arrivent au guichet,
c) entre 3 et 7 clients arrivent au guichet.
e—4 40
0]

a)  p{X=0}= e =0,018
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Chapitre 3 : Variable aleatoire discrete

6. Lois Discretes Usuelles : Loi Poisson

& p{X >3}=1—-p[X < 2]
=1-[p[X =0]+ p[X =1]+ p[x =2]
~ 0,762

c)

P{3<X <7} =p[X =3]+p[X =4]+p[X =5]+p[X =6]+p[X =7]

=0,711
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Probabilite et Echantillonnage

Chapitre 4

Variables Aléatoires Continues

20/03/2020 Probabilité et Echantillonnage



Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

1. Fonction de densite
Définition :
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F .

La variable X est dite continue s’il existe une fonction positive f telle que :
X
F(x)=[_ f(t)dt vxeR

La fonction f est appelé densité de probabilité de X.

F est une fonction positive, croissante, telle que : lim F(x)=0 et XILrpw F(x)=1

X—>—00
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

1. Fonction de densite
Proprietes :
La fonction de densité de probabilité de X vérifie les conditions suivantes :

o [Tf(t)dt=1

O P(asX<b)=F(b)-F(a)=]

a

f(t)dt

O Si f estcontinue en X, alors F estdérivable en X, et F'(xo): f(Xo)

Remarque : La fonction de densité de probabilité f est appélée aussi la loi de X.
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

Exemple :

Soit X une variable aléatoire de fonction de densité f définie par :

(

X .
f(x):<§ sSt0<x<?2
|0 sinon

1. Vérifier que f est une fonction de densité de probabilité
2. Calculer la fonction de répartition

3. Représenter le graphique de f et de F

4. Calculer P(0,5<X <0,7)

5. Retrouver E(X) et V(X) al’aidede My (1)
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

Exemple: Solution
1)

-+00

; X +o° Y 1 x2 1" 14
If(x)dx: J'de+_"§dx+ _[de =I§dx=[—.—} :_[__0}21,
—0 0 2

—0o0

2)

o

X 0 X

F'(x)=f(x)=F(x)= [ f(t)dt = [ f(t)dt+ [ f(t)t
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

2. L’espérance mathématique et la variance

L’espérance mathematique

L’espérance mathématique ou I’espérance d’une variable aléatoire continue,

notée E(X), est définie par :
E(X)= I xf (x)dx
La variance

La variance d’une variable aléatoire continue X, notée V (X) ,est definie

par :

ou: E(XZ):
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

Exemple
4)

et

V(X)= E(XZ)—[E(X)T :jXZf (x)dx—(%)

0

2 3 472
X 16 1/ x| 16 _16 16_2_E
4 9 8 9 9
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

2. L’espérance mathematique et la variance
Propriétes
Soient a et b deux constantes ; X etY deux variables aléatoires continues
O E(a):a et V(a):O
o) E(aX +b) =aE(X)+b

O V(aX+b) = a’V(X)
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

3. Moments d’ordre supeérieur

> Le moment d’ordre k de X est ’espérance mathématique de X*, i.e:

m, = E(X%) :Txkf (x)dx

» Le moment centré d’ordre k de X est I’espérance mathématique de X “ e

m, = E(X — (X)) = [[x—E(X)] £ (x)ox

—o0

» Lemomentd’ordre 1: m, = E(X)

— ) V(X)=m, —m/

> Le moment d’ordre 2: m, = E(X 2)

—_—
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

3. Moments d’ordre supérieur

» La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X est la fonction :
+00
M, (t)=E(e%)= [ e"f (x)dx

o0 Xk X XZ Xn
X
eX =) " .

» Sachant que :
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi Uniforme

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur un intervalle [a, b] si sa fonction de

densité est donnée par la formule suivante:

f(x)=-1

On écrit X ~U(a,b)

Les propriétés de X sont :
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi Uniforme

Exemple:

Soit une personne en attente a la gare de bus, lequel arrive chague 60 min. Ladite personne ne
dispose d’aucune information ni sur I’heure du denier bus ni sur I’heure du prochain.

Calculer la probabilité pour que cette personne reste en attente entre 15 et 30 min.

Soit X le temps d’attente en min de cette personne. On admet que X ~U (O, 60) .On a:

1 ]
f(x): a, si0<x<60

0, sinon
Alors:
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

La loi normale est la loi de probabilité absolument continue qui dépend de deux
parametres : son espérance, un nombre réel noté 4 , et son ecart type, un nombre

réel positif noté o . Notée : X ~ N(u,o°)
La densité de probabilité est donnée par la fonction @R = R définie par :

fx (t):

ST
1 e 207 ) VteR

ngu

o~ 27

Fonction de répartition : F(

X)=[*,——e
e
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale
L’espérance et la variance de X sont données respectivement par :
E[X]:,u et GZ[X]ZJZ

La Fonction génératrice des moments

242

o't j, Vte R
2

M, (t)= E(etx)zexp(uu
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale
Loi normale centrée réduite

Si X~N(mo)

Alors  F(x)=P(X SX):P[X_msX_mj,avecY:X
O o}

Aol

La valeur de ¢ est determinée a partir de la table normale

—m p . , £ g
alors Y est appelee la loi normale centrée réduite.
o)

On écrit Y ~N(0,1)
Ona E(X)=0 , V(X)=1 et ¢(—x)=1-¢(x)

iy =2
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

Parametres © E(X) = u Parametres : E(T) =0

Var(X) = c* Var(T) = 1

Aire sous la
courbe=1
.
B
T
X

u-3c ulo po  pto urle W30 32 145 1 2 3
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

Calcul des probabilités avec la loi normale centrée réduite»

p(0=T<t)  p(—1,<T <0)

On a: p(OSTStl)zp(O<T<t1)




Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

Exemple: Calcul de p(O<T <0,5) par 'utilisation de la table de la loi Normale

. < < 5
0=T=0.35 t 0,00 0,01 0,02
o 0.0000 | 0,0040 | 0,0080
0,1 | o,0398 | 0,0438 | 0,0478
0,2 | o,0793 | 0,0832 | 0,087
0,3 | o,1179 | 01217 | ©,1255
0,4 | 0,1554 | 0,1591 | 0,1828
—pl 0,5 ,- 0,195 0,1985
o 0,2257 | 0,2291 | 0,2324
7 0,258 | 0,2611 | 0,2642
0,8 | o,2881 0,291 0,293%
05 f 0,9 | 0,3159 | 0,3186 | 0,3212

0

» pour T=0,50 on lit directement de la table, 0,1915

» pour T=0,51 on lit directement de la table, 0,195

p(0<T <0,5) = p(0,5)— p(0)=0,1915-0,000 = 0,1915




Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

T 0,00 0,01
Exemple de Calcul : Entre 8,0 | 0,0000 | 0,0040

0,1 | 0,0398 | 0,0438

_ _ 0,2 | 0,0793 | 0,0832
T= '2,24 et T= 1,12 03 | 01179 | 0,1217
0,4 | 0,1554 | 0,159
0,5 | 0,1915 | 0,1950

H22A4<T<112)=? 0,6 | 0,2257 | 02291
0,7 | 02580 | 02611
08 | 02881 | 02910

0,03 0,04
0,0120 | 0,0060
0,0517 | 0,0957
0,0910 | 0,0948
0,1293 | 0,133
0,1664 | 0,1700

0,2019 | 0,2954
0,2357 | 0,2
0,2673 | 0,2703
0,2967 | 0,2995

0,9 | 0,3159 | 0,3186 0,3238 | 0,3764

_ 1.0 | 0,3413 | 0,3438 0,3485 | 0,3308

— 1,1 OGS0 36E 0,3708 | 0,3729

1,2 | 0,3849 | 0,3869 0,3907 | 0,3925

1,3 | 0,4032 | 0,4049 0,4082 | 0,4999

1,4 | 0,4192 | 0,4207 0,4236 | 0,415

1,5 | 0,4332 | 0,4345 0,4370 | 0,4382

1,6 | 0,4452 | 0,4463 0,4484 | 0,4495

1,7 | 0,4554 | 0,456 0,4582 | 0,439

1,8 | 0,4641 | 0,4849 0,4664 | 0,447

224 0 1,12 1,9 | 0,4713 | o419 0,4732 | 0,4738
2 M 0,4778 0,4788

;

0,4821 | 0,4826

0,4834

a T=1,12 correspond 0,3686 =

p(0<T <1,12)=0,3686
a T=2,24 correspond 0,4875
P(-2,24<T <0)=p(0<T <£2,24)=0,4875




Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi normale

Exemple de Calcul : Entre T=-2,24 et T=1,12

Donc on aura :

P(=2.24<T<112)=p(-2.24 <T <0)+ p(0=< T <1.12)

0.3686 = 0.8561

J112




Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi exponentielle

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre j >

si elle admet pour densité de probabilité la fonction :

f(x)=2e"", x=0
Notée X ~Exp(4)

La fonction de répartition et de survie sont respectivement données par :
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi exponentielle
L espé -E(x)—i t la variance : 1
o L’espérance : =~ et lavariance: Var(X)= =
o La fonction géneératrice est donnée par :

$,(1)=E|e"|=-"—, t<2

A
A—t

o Lasommes de variables aléatoires exponentielles indépendantes est une variable

aléatoire suit une loi Gamma. .
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi de Khi-deux

> Soient X, X,,..., X, une suite de variables aléatoires normales centrées

réduites et indépendantes. i.e:
O X, ~N(0,1),vi=1,..,n
O Cov(X;,X;)=0,vi=j(i,j=1..,n)

> Lavariable aléatoire X définie par: X =X/ +X>+...+ X/

Suit la loi de Khi-deux a n degré de liberté, on écrit X - x*(n)
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Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4., Lois continues usuelles : Loi de Student
> Soient X, X,,..., X, une suite de variables aléatoires normales centrees
réduites et indépendantes. i.e:
X ~N(01),vi=L..n et Cov(X,X,)=0,Vi# (i, j=L..n)
> Soit 'Y une variable aléatoires normale centrée réduite et indépendante de

Xy, X, X il

n

Y ~N(0,2) et Cov(Y,X;)=0,vi=1..,n

> Lavariable aléatoire T définiepar: T = ot Z= Z X :~ Zn
W F
=1

suit la loi de Student a n dégreées de liberté. On écrit T —t,

20/03/2020 Probabilité et Echantillonnage



Chapitre 4 : Variables aleatoires continues

4. Lois continues usuelles : Loi de Fisher

> Soient X, X,,.., X, et Y,Y,,...,Y, deuxsuites de variables aléatoires

normales centrées réduites et indépendantes. i.e:

O X;~N(0,1),vi=1..,n et Y, ~N(01),Vi=1..m
O Cov(X;,X;)=0,Vi=j(i,j=L...,n) et Cov(V,Y;)=0i=j(i,j=1..m)

» La variable aléatoire F définie par:

1 n
7in2 1)(
F ni:l _ N 2 et 2
1 nYz_lY ou XNZn YNZm
m;‘ m

suit la loi de Fisher an et m degres de liberte. On ecrit F—>F, |
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